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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 .中国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ， 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数 学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


这， 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
ЗЕ, 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻 译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 己 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


ЖМИ ; к. 
д.с. Ванем, 0. птен в хе. 
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在 本 参考 书 中 汇集 了 1994 一 2003 年 间 , 国立 莫斯科 大 学 数学 力学 系 学 生 偏 微 
分 方程 与 数学 物理 方程 笔试 的 一 些 题目 . 出 版 时 , 减少 了 那些 在 现 有 教科 书 和 参考 
书 中 可 以 找到 的 标准 习题 的 数量 . 此 外 , 对 叙述 上 有 某 些 近 似 的 题目 , 通常 只 列 人 其 
中 之 一 . 本 习题 集中 也 未 收入 课程 大 纲 中 的 理论 问题 (定义 、 问 题 的 提 法 、 定理 的 叙 
述 与 证 明 ), 这 些 题目 必 定 会 出 现在 任何 试题 中 . 为 使 读者 对 这 些 考试 有 所 认识 , 在 
本 习题 集 末 尾 列 出 了 一 些 试卷 , 并 指出 考试 的 条 件 及 评分 标准 . 

国立 罗 蒙 诺 索 夫 莫斯科 大 学 数学 力学 系 微分 方程 教研 室 的 教师 Т. д. 文 特 策 
Ж (Т. Д. Вентцель). А. Ю. 高 里 茨 基 (А. Ю. Горицкий). А. С. 卡拉 什 尼 柯 夫 
(А. С. Калашников). В. А. 康德 拉 季 耶 夫 (В. А. Кондратьев). С. Н. 克 鲁 日 科 
夫 (С. Н. Кружков). Е. М. 兰 吉 斯 (E. М. Ландис). Е. В. 拉 德 凯 维 奇 (E. В. 
Радкевич) „Г. А. Я] 24 (Г. А. Чечкин). А. С. 沙 玛 耶 夫 (А. С. Шамаев). Т. А. 
沙 波 什 尼 柯 娃 (T. А. Шапошникова) 参与 了 各 种 试题 的 编列 . A. С. 卡拉 什 尼 柯 
夫 完成 了 对 1994—1998 年 题目 的 选择 和 编 定 . 本 书 由 Т. Д. 文 特 策 尔 、A. Ю. 高 里 
Е. Т. О. 卡 布 斯 金 娜 (T. О. Капустина). О. С. Я (О. С. Розанова). 
Г. А. 切 契 金 定稿 . 

习题 按 专 题 分 成 五 章 . 每 一 章 都 列 出 该 专题 的 基本 内 容 . 个 别 习 题 给 出 了 详细 解 
答 . 除去 证 明 题 以 外 的 所 有 习题 都 给 出 了 答案 . 

正如 实践 所 证 明 的 , 偏 微分 方程 课 在 传统 上 对 于 数学 专业 学 生来 说 是 难于 接受 
的 . 我 们 能 否 破 除 这 个 传统 ?! 


м 一 一 所 有 自然 数 的 集合 @. 

Z 一 一 所 有 整数 的 集合 . 

Z+ = NU {0} 一 一 所 有 非 负 整数 的 集合 . 

了 R 一 一 所 有 实数 的 集合 . 

В, 一 一 所 有 正 实数 的 集合 . 

了 及 _ 一 一 所 有 负 实 数 的 集合 . 

К" 一 一 п 维 实 线性 空间 . 

(zl ,Ln) К" ФЕ ЕЛА. 

(0,0) 及 2 中 的 极 坐 标 . 

О 一 一 如 无 相反 的 约定 , 表示 R" 中 有 界 区 域 ( 即 连通 开 集 ). 

09 — 区 域 Q 的 边界 . 

99 的 单位 外 法 向 量 . 
В} (120) = {= Е В"| |5 — 20| <а} 一 一 球 心 在 zx? 点、 半径 为 a 的 п 维 球 . 
Sn(z0) = 9Bn(z0) = {= є А" [5 — 20| = а} Rn” 中 的 中 心 在 z0、 半 径 为 a 

的 球面 . 
95 = 0х (0,Т] = {(2,0 Е "+ ЕО, 0 <t<T} (区 域 Q 可 能 是 无 界 的 ). 
ОФ =ЯПхВ, = {(2,) Е В"+ ЕО, 0<t<+o0} (区 域 О 可 能 是 无 界 的 ). 
Пт = Ҝ" x (0,Т] = {(z,t) Є В" [ре В", 0<t<T}. 
Ди = из, г, иззу + + Urn zn 拉 普 拉 斯 算 子 . 
1„(9) 区 域 Q 中 p 寡 可 和 函数 的 空间 . 


@ 按 本 书 作 者 的 理解 , 自然 数 的 集合 中 不 包括 零 . — 译 者 注 


и 


86 符 号 表 


Lo(Q) 一 一 区域 Q 中 有 界 可 测 函 数 的 空间 . 
Грлос(9) 一 一 对 Q 的 任意 有 界 子 区 域 Qi (0, с 9) 为 属于 Lp(Q1) 的 函数 的 


Грлос(В") 一 一 对 任意 a > 0 属于 空间 Lp(B?(0)) 的 函数 的 空间 . 

Cl(Q) 一 一 在 区 域 9 中 1 次 连续 可 微 的 函数 的 集合 . 

CO) = С(0) п2..(0) 一 一 在 区 域 Qn 中 有 界 、 连 续 的 函数 的 集合 . 

Ce(O) 一 一 ЖБ О 中 无 穷 次 连续 可 微 的 函数 的 集合 . 

2(9) = Cge(Q) 一 一 在 区 域 9 中 无 穷 次 连续 可 微 、 在 69 的 邻 域 中 为 零 的 函数 
的 集合 . 

D(R") = Ce(R") — в" 中 无 穷 次 连续 可 微 、 具 有 紧 支 集 的 函数 的 空间 . 

НО) 一 一 连同 其 在 索 伯 列 夫 意义 下 一 阶 广义 导数 属于 Zaz(O) 的 函数 的 空间 . 

НО) 一 一 按 НКО) 的 范 数 , 集合 Cge(O) 的 完备 化 . 


Р’(В”) D(R") БАЕ РАН 25 [8]. 
6 ED'(R") 一 一 “6 Р”, 即 由 公式 
(5,4) = Ф(0), Vp € D(R") 
ХЕ ХИ РИ. 


бло Е Р’(В"), 其 中 10 є В" 一 一 “位 移 5 АС: 
(5.0, №) == (20), Уф Е D(R"). 
Ө(х) 一 一 ЖЖ Ө РЖ: 
| 1, 对 zx>0， 
e@(z) = 
0, 对 zxz< 0. 


z+ = шах{т,0}; = = max{ 一 z,0}. 
wn 一 一 В" 中 单位 球面 57(0) 的 面积 . 
У— Rn 中 的 梯度 算 子 , Vu = (22... = ). 


дт р :Dr 
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我 们 来 指出 某 些 定义 和 定理 , 为 了 解 本 习题 集中 的 习题 , 这 些 定义 和 定理 是 必 
须知 道 的 , 同时 也 指出 一 些 教科 书 , 在 这 些 书 中 可 以 找到 这 些 内 容 . 以 下 各 点 中 所 引 
习题 的 号 码 , 是 作为 例子 引入 的 , 可 能 并 未 包含 该 论题 中 所 有 的 习题 . 


1. 泛 函 分 析 方 面 的 补充 知识 


1. 广义 函数 的 定义 , 广义 函数 的 运算 以 及 微分 算 子 的 基本 解 . [5, ПШ, 8857] 
(习题 1.1~1.5, 2.17Ь)) 

2. 空间 Н! № Й 的 定义 . [20, Ш 章 , $5] (习题 1.8~1.16， 1.19~1.21) 

3. 弗 里 德里 希 斯 (Friedrichs) 不 等 式 . [20], [22] (习题 1.17~1.19) 


2. 偏 微分 方程 理论 的 一 般 概 念 


1. 二 阶 线性 方程 的 分 类 及 将 其 化 为 标准 形式 . [23，I 章 ， 86] (习题 2.1~2.4， 
2.7--2.9, 2.14, 2.15, 2.17 a)) 

2. 特征 的 定义 . [23, І 章 , 63] (习题 2.5~2.7, 2.11~2.13， 3.3, 3.4) 

З. 关于 柯 西 问题 解析 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 [23, I 
章 , 8810,11] (习题 2.16, 2.22 a)) 

4. 偏 微分 方程 问题 提 法 的 适 定 性 [23, Т 章 , 88] (习题 2.17~2.23) 


3. 双 曲 型 方程 


1. 一 维 振动 方程 柯 西 问题 的 提 法 . 达 朗 贝尔 公式 . 依赖 区 域 . [23, П 1%, $81113] 
(习题 3.1~3.2, 3.5~3.12) 

2. 在 空间 维 数 为 2 维 与 3 维 情形 下 波动 方程 的 柯 西 问题 . 泊 松 公式 与 基 尔 霍 夫 
АЗ. 在 初始 条 件 中 对 称 性 的 应 用 .依赖 区 域 . [23, II 章 , 8812,13], [22, 85.1] (习题 
3.13~3.23) 

3. 半 有 界 弦 的 边 值 问题 . 初 值 与 边 值 的 相 容 性 条 件 . 初 值 问题 的 延 拓 方法 及 化 
边 值 问题 为 柯 西 问题 . [29, II 章 , 552,4] (习题 3.24~3.28, 3.31, 3.32) 

4. 基本 边 值 问题 的 提 法 . 边 值 问题 解 的 能 量 恒等式 . [23, П 章 ，818] (习题 
3.33~3.36) 

5. 用 傅 里 叶 方法 解 边 值 问题 . 边 值 问题 解 的 周期 性 . [23, Ш 章 , 820], [29, II 章 ， 
$3] (习题 3.37~3.40) 


4. 抛物 型 方程 


1. 柯 西 问题 与 基本 边 值 问题 的 提 法 . [23, ГУ 章 , 5538, 40] [22, 84.3] 

2. 柱 体 中 的 极 值 原 理 . 第 一 边 值 问 题解 的 唯一 性 . [23, IV 章 , 838], [22, 84.4] ( 习 
题 4.1, 4.3, 4.6, 4.7, 4.20, 4.21) 

3. 用 傅 里 叶 方 法 解 边 值 问题 . [23, ГУ 章 , 839] (习题 4.8~4.19) 

4. 带 形 区 域 中 的 极 值 原理 . [23, IV 章 , 840], [22, 84.4] (习题 4.27, 4.31) 

5. 关于 柯 西 问题 解 的 定常 化 的 定理 . [22, 84.5] (习题 4.33~4.36) 


5. 椭圆 型 方程 


1. 调和 函数 的 定义 . 平均 值 定理 . 刘 维 尔 定理 . [23, Ш 章 , 830] [22, 883.5, 3.9] 
(习题 5.1, 5.2, 5.3, 5.6, 5.7, 5.15, 5.42) 

2. 极 值 原理 . 关于 法 向 导数 的 定理 ，[23, Ш 章 , 88] [22, 53.5] (习题 5.9, 5.10, 
5.11, 5.12, 5.13, 5.28, 5.33, 5.18) 

3. 格林 公式 . 关于 流量 的 定理 . [23, Ш 章 , 8830, 33], [22, 883.3, 3.5] (习题 5.29， 
5.30, 5.31, 5.32, 5.43) 

4. 关于 可 去 奇 点 的 定理 . [23, Ш 章 , 830]，[22，83.10] (习题 5.16, 5.17, 5.34, 
5.35) 

5. 位 势 理 论 . [23, Ш 章 , 534], [22, 83.12] (>) 5.36, 5.37) 

6. 广义 函数 意义 下 的 广义 导数 及 在 索 伯 列 夫 意 义 下 的 广义 导数 . 狄 利克 雷 问 题 
的 广义 解 . 解 狄 利克 雷 问题 的 变 分 方法 . [22, 81.13], [20, ГУ 章 , 81] (>) 5.48, 5.49, 


ч 论 “3. 


5.50, 5.52, 5.51) 


为 了 研读 偏 微分 方程 教程 及 解 本 习题 集中 所 提 的 习题 , 作为 基本 文献 , 推荐 使 
用 (5), [20], [22], [23] 及 [29]. 对 于 希望 得 到 这 方面 更 全 面 信息 者 , 书 末 列 出 了 更 多 的 
文献 . 


第 1 章 泛 函 分 析 方面 的 补充 知识 


1.1 广义 函数 与 基本 解 


空间 D'(R") (或 D'(O)) 的 元 素 即 在 D(R") = CP(R")( 相 应 地 在 P(Q) = С2(0)) 
上 的 连续 线性 泛 函 , 称 为 广义 函数 . 7 ГЕ D' 在 рєт 上 的 作用 表示 为 f(y) 或 
(РФ). 

在 广义 函数 空间 中 分 出 了 正则 广义 函数 ， 即 通常 的 函数 f(z) Е Liloc(R")( 或 
Fo) 二 Zailoc(O))， 它 的 作用 定义 为 


(f,9) = ] f(z)p(z)dz, ЕР 


(积分 相应 地 是 对 空间 R" 或 区 域 Q 进行 的 ). 非 正则 的 广义 函数 称 为 奇异 广义 函数 . 
6 函数 是 奇 导 广 义 函 数 的 例子 . 


由 等 式 
(9-68). we 


定义 的 广义 函数 称 为 广义 函数 f Е D' 对 变量 zi 的 导数 . 依照 归纳 法 可 定义 广义 函 
数 的 任意 阶 广义 导数 . 

使 得 C(E) = 5 成 立 的 , 即使 (L(E), о) = $(0), Үр є 成 立 的 函数 Е (一 般 地 
说 , 它 可 能 是 广义 函数 ) 称 为 微分 算 子 C 的 基本 解 . 

我 们 来 举 出 某 些 微分 算 子 的 基本 解 的 例子 . 


11 广义 函数 与 基本 解 .5- 


п 维 空间 中 拉 普 拉 斯 算 子 C= A 的 基本 解 具 有 如 下 形状 : 
1 


8) = а пур? 


724; 
2(т) = = ш jw п=2. 
对 于 热传导 算 子 с = = 一 a2A, 函数 


(2) = ө(0 -上 


(2ауті)" 
是 其 基本 解 . 
波动 算 子 C = гав - a2A 依 其 空间 变量 z 的 维 数 n,n = 1,2,3, 有 如 下 的 基本 

解 : 

8102,0) = O(at— |2), п=1, 

_ Ө(а – |2|) Е 
&(2,#) УЧ 2raVaits — [zp п=2, 
&3(х,® = 22-608] — а), п= 3. 


与 一 维和 二 维 空间 变量 的 情形 不 同 , £3 ЛЕГ РА, 它 在 基本 函数 上 的 作用 
由 下 式 定 义 : 


(Ea, 0) = [ея | ] ф(х, о Ф, Үр(=х,#) є D(R). 
R 


2|=аё 


Ж 45, 是 球面 53,(0) 上 的 面积 元 素 . 


习题 
ы 设 и(2,у) 是 正方 形 (一 1,1) х (1,1) 的 特征 函数 . 在 广义 函数 理论 的 意义 
ТЖ = 


OrOy 
1.2 ”对 哪些 参数 值 ас В!, 函数 


1, = 0 9 аг, 
ul(z,t) = (т) є В? 
上 4 > ах, 
在 广义 函数 理论 的 意义 下 是 方程 wu = и, 的 解 ? 
1.3 ЮЖ у(т) є D'(R), 并 且 作为 广义 函数 满足 方程 y = у. 证 明 , у(х) 是 正 
则 广义 函数 Се”, 其 中 С 为 常数 . 
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14 求 算 子 
Си(т) = 2504 42) 

的 所 有 基本 解 . 

1.5 求 算 子 

Си(х,у) = игг(т,у) 一 иуу(2, у) 

当 y < 0 时 变 为 零 的 基本 解 . 

1.6 证 明 函 数 

Е(т, то) = еа, г = |2 – zol 
是 算 子 
A+c， 其 中 ec 为 正常 数 ，m = 3， 

的 基本 解 . 


1.2 185155 8] 


满足 积分 恒等式 
] орда = — ] аи Е а, vy e Cgye(9) 
о 19) 


的 函数 v(z) (表示 为 : v(z) = 52 称 为 函数 u(z) 在 区 域 О 内 在 索 伯 列 夫 意 义 下 对 


变量 zi 的 广义 导数 . 
函数 ul(z) 连同 其 所 有 的 在 索 伯 列 夫 意 义 下 的 一 阶 广义 导数 гн. $= 1,: 


都 属于 空间 L2(Q) 时 , 函数 v(z) 的 空间 称 为 索 伯 列 夫 空 间 ача 
空间 Н\(0) 是 巴 拿 赫 空间 ( 即 完备 的 赋 范 空间 ). 其 范 数 定义 如 下 : 


n 2 
ди 
(с) = м. (о) 5 У, сез)" = / (һе 号 „$ 5 ах 
о 1=1 


Әт; 
空间 Н\(9) 中 子 空间 Соо(0) ВИК 4А 51355 8] А100). 
弗 里 德里 希 斯 (Friedrichs) 不 等 式 ， 对 于 任何 有 界 区 域 0, 存在 常数 С(О), 


使 得 
] ыРа < С (9) ] 和 
о =! 

根据 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 , Ио) ти 


п 2 

ди 
15у == Укоз)" = /5 
-| Oz: 


сЕ Е vu є (9) 
дт; : ў 


(1.1) 


1.2” 索 伯 列 夫 空间 "т" 


给 出 了 与 空间 Н*(0) 原来 的 范 数 等 价 的 范 数 . 
空间 六 :(O) 是 关于 内 积 


д 
[м, 0) = (Уи, Уо) 1209)" = = /> >, ра 9». 4 
的 希 尔 伯 特 空间 . 空间 H1(Q) 也 是 具有 内 积 
(u,v) Hn) = (u,v) + (и, 0] 


的 希 尔 伯 特 空间 , 其 中 (u,v) = /ulz)v(z)dz 是 La(9) 中 的 标准 内 积 


a 
习题 


1.7 М f(z) e H1(Q),a(z) є С°°(9). 证 明 : 函数 f(z)a(z) 在 索 伯 列 夫 意义 下 
是 可 微 的 , 对 于 求 其 一 阶 导数 , 通常 的 莱 布 尼 茨 公式 成 立 . 当 f(z)a(z) є НЦЯ), 是 
否 正确 ? 

1.8 Я ГЕ НЦВ"(0)). є Г..(В"(0)) 是 否 可 能 ? 

а) Чп=3; Ъ) Чп=2; с) Чв=1? 

1.9  и(х) 是 在 B3(0) 中 有 界 的 函数 , НЯЕ В3(0)\{0} 中 光滑 . 是 否 可 以 断言 
иЕН"(В3(0))? 

1.10 а) 证 明 271000, 1)) 中 的 任何 函数 都 是 连续 的 . 

b) 是 否 任何 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 且 w(0) = и(1) = 0 的 函数 w(z) 都 属于 
Н\((0,1))? 

1.11 ИЙнЕС(®)оНК9Я) НЧ тЕ 20 В} и(х) = 0. ШЕН иє НКО). 

1.12 对 哪些 а, РАЖ и(т, у) = |In(z? + у2)|° 属于 空间 НКО), 如 果 

а) 0 = В? .(0); 

b) 9 = 82 (0)\ 82,00)? 

1.13 对 哪些 о. 函数 и(х,у) = (22 + zy 十 2y2)| 属于 Hi(Q)? ЖФ о = 

1 1 1 1 
(е4) * (+4). 

1.14 а) 对 哪些 a 5 п, Ж f(z) = | |||" /|zl? 属于 空间 H1(B? у2(0))? 

b) 对 空间 五 1(B?(0)) 回答 同样 的 问题 . 

1.15 对 哪些 о, 8, 函数 f(z) = |zl* cosBz 属于 空间 Н*((—1,1))? 

1.16 对 怎样 的 a, 3 e В, 函数 f(z) = |ш|2||" cos(Blz|) 属于 空间 И" (В ,2(0))? 
其 中 z = (z1,… ,zn). 

1.17 设 


р = {(51,--- ,zn) Е R"|z? +...+12_, <а12, О< т < +оо}. 
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证 明 : 对 任意 常数 С > 0 存在 这 样 的 有 界 区 域 О с р 及 这 样 的 函数 Ге Ё!(0) 
使 得 

/ (газ > С ] у (2) аз. 

Qn [7 


1.18 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 在 带 形 
HI={(z,y)|0<z<1, -оо <у < +оо} СВ? 


是 否 成 立 ? 
1.19 设 Q=B?(0). 如 下 断言 是 否 成 立 : 存在 常数 C > 0 使 得 


lu(O| < Cllullate， Уш(=) є C (9)? 


1.20 在 空间 НЦ(-—1,1)) 中 考虑 光滑 的 、 具 有 紧 支 集 的 函数 yp(z) 的 集合 4， 
它 满足 条 件 w'(0) + ap(0) = 0,а є Е. Ж Й\((-1,1)) 中 集合 4 МИ А 的 余 维 数 . 

1.21 在 平面 R? 上 构造 有 界 区 域 О 的 例子 使 得 Cee(O) 的 函数 在 空间 H1(Q) 
中 不 构成 处 处 稠密 的 集合 , ВР C~%(f) 3 НКО). 
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21 方程 的 分 类 . 特征 
二 阶 线 性 方程 具有 如 下 形状 : 


в п 
У. QijUziz; + Уи. + аи = 9(+), тЕВ”, а; = аз. (2.1) 
i,j=1 i=1 


对 于 向 量 Y = (m,… ,Yn) 如 果 有 


У) am = 0, 
i,j=1 
则 说 向 量 7 具有 特征 方向 . 
曲面 5(z) = 0 被 称 为 方程 (2.1) 的 特征 , 是 指 如 果 这 个 曲面 在 它 的 每 一 点 的 法 
向 v = VF 都 是 特征 方向 , Вр 
ш 9$ oF 
2 5а аву = 
$,7=1 
如 果 和 矩阵 (ai;) 可 化 为 对 角 和 矩阵 , 那么 相应 于 对 角 线 上 元 素 的 符号 , 上述 方 程 可 
分 成 椭圆 型 ( 当 所 有 对 角 元 素 非 零 、 符 号 相同 ), 双 曲 型 ( 当 所 有 对 角 元 素 非 零 且 刚好 
有 一 个 元 素 与 其 余 元 素 异 号 ), 抛物 型 ( 当 对 角 元 素 刚好 有 一 个 为 零 , 而 其 余 元 素 同 
号 ). 其 余 的 类 型 我 们 没有 命名 . 
对 于 两 个 自 变量 的 二 阶 方程 


alltuzz + 2а12игу + a22Uyy + би + Бош, + си = 9(2, у), 


10. #2 偏 微分 方程 理论 的 一 般 概念 
由 所 请 的 特征 方程 
all(dy)2 — 2а12ахау + azz(dz)2 = 0 
求 出 的 曲线 是 其 特征 . 如 果 ал 5 0, 那么 可 求 出 形 如 у = у(х) 的 解 , 其 中 


+ур 
ВУ р ало ЖИН. 
ar ал 


根据 判别 式 的 符号 , 出 现 三 种 情况 . 
双 曲 情形 : D > 0, 两 族 特征 线 E(xz,y) = С 及 n(z,y) = С. 经 代 换 


| Е= (2,у), 
п = 7(2, у), 


方程 可 化 归 第 二 种 标准 形式 
иет + 低 阶 项 = 0. 


人 
В=&-пт 
的 情形 下 , 方程 可 化 归 第 一 种 标准 形式 

Uaa 一 88 十 低 阶 项 = 0. 


抛物 情形 : D = 0, 一 族 特征 线 E(z,y) = С. 任何 形 如 
| Є = (2,у), 


= п(=х,у) 


在 代 换 


的 非 退化 代 换 , 其 中 n(z,y) 是 某 个 二 元 函数 , 可 使 方程 化 归 标 准 形式 
um 十 低 阶 项 = 0. 


椭圆 情形 : р < 0, 没有 实 特征 , {НЕ РЕ ЗЕЕ Е (т, у) (т, у) = С. 
为 了 化 为 标准 形式 ( 仅 有 第 一 种 ) 必须 作 代 换 


| € &(т, у), 
п = п(=, у). 
在 这 种 情形 下 方程 化 归 如 下 形式 


ше + Ит + 低 阶 项 = 0. 


21 方程 的 分 类 . 特征 “二 


习题 
21 是 否 存在 形 如 


要 Qij(T1, ты ‚ Tn) Uz = 0, ау Е С(Ҝ"), 
ї,ј=1 
的 方程 , 它 在 非 空 集合 р с Rn"(D 3 В") 上 是 椭圆 型 的 , 而 在 D 的 余 集 К" р 上 
是 双 曲 型 的 ? 
2.2 ”如 下 断言 是 否 正 确 : 如 果 方 程 
ру aij(Z1， 3:5 , Tn) Uziz; 0, Qij E С(®В”), 
i,j=1 
在 一 点 (z1,… ,zn) 是 双 曲 型 的 (椭圆 型 的 , 抛物 型 的 ), 那么 它 在 这 点 的 某 个 邻 域 也 
是 双 曲 型 的 (椭圆 型 的 , 抛物 型 的 )? 
23 平面 上 的 三 个 方程 


Ut = Urry Ш = Ц: Utt = Их 


中 哪些 存在 具有 有 界 、 闭 的 等 位 线 的 非常 数 解 ? 
2.4 对 于 哪些 (z,y,z) Е ВЗ, 方程 


изу + (32 +у- зил» + (35 —-у+2)иу. = 0 


是 双 曲 型 的 ? 
2.5 求 方程 wuzz – уши = 0 过 下 述 各 点 的 特征 : 
a) 点 (1,2); 
b) 点 (1,0). 
2.6 а) 求 方程 


的 所 有 特征 . 
b) 求 上 述 方程 的 通 解 . 
2.7 а) 确定 方程 2uzz + игу = 1 的 类 型 . 
b) 求 该 方程 的 特征 . 
с) 求 其 通 解 . 
2.8 а) 依据 于 实 参数 о, 确定 如 下 方程 的 类 型 : 


Uzz — 20Uzy — За? Uyy + оцу + uz = 0. (2.2) 


b) 化 方程 (2.2) 为 标准 形式 . 
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c) 求 这 个 方程 的 通 解 . 
2.9 а) 求 出 所 有 这 样 的 о, 对 它 存在 线性 变量 变换 (z,y) 一 (t,z) 使 得 方程 


Uzz + 4игу — Оуу = 0 (2.3) 


i) 变 为 弦 振 动 方程 wt = wzz; 

ii) 变 为 热传导 方程 w = и... 

b) 对 方程 

Uzz 十 4uzy 一 Фуу 一 ди. 十 оби, —0 

讨论 同样 的 问题 . 

с) ИР и(х, у) є С2(В2(0)) 对 某 个 a < -10 满足 方程 (2.3). 是 否 可 能 同时 
ия С®(В1(0))? 

9) 对 a > 10 讨论 同样 的 问题 . 

2.10 设 Q={(z,y) Е В?|1? + (у- 21? < 12}, 函数 we С?(9) 在 区 域 Q ру 


足 方程 
gny 
2 


а) 在 ! > 0 的 情形 是 否 可 能 и в СЗ(0)? 回答 说 明理 由 . 
b) 在 1<0 的 情形 讨论 同样 的 问题 . 
2.11 ЛЕТИ (61) ЕВ? 上 考虑 方程 


Ut 一 из = 0, (2.4) 
2ив — (а + 1)? ив, + 20и, = 0. (2.5) 


а) 求 方程 (2.4) 的 特征 . 

b) 对 于 哪些 а, 方程 (2.4) 的 任何 无 穷 次 可 微 的 解 u(t,z) 也 是 方程 (2.5) 的 解 ? 

对 于 b) 小 题 中 求 出 的 参数 a 的 每 一 个 值 : 

c) 求 方程 (2.5) 的 特征 . 

а) 指出 方程 (2.5) 的 某 个 解 u(t,z), 但 它 不 是 方程 (2.4) 的 解 , 或 者 证 明 这 样 的 
解 不 存在 . 

e) 对 有 界 解 讨论 与 d) 同样 的 问题 . 

2.12 求 方程 


si 
2uzz 十 


изу = 0. 


Utt = Uzz 十 Шуу 


过 直线 t= 0,y = х 的 特征 平面 . 
2.13 ”对 每 个 оєЕ, 求 方程 


Uzz 十 2uwy + 20и, + а2и,, + и, Би = 1 


的 所 有 特征 . 
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2.14 求 方程 
Uzz + 2Uzy 十 202: + Чуу + 2иу. + Uzz -и=0 


的 通 解 . 
2.15 a) 把 方程 


Uzz + Изу — 2иуу + 3(T + Yur + 6(2 + у)ш, + 9и = 0 


化 为 不 含 非 混合 二 阶 导数 的 形状 . 

b) 求 原来 方程 的 通 解 . 

2.16 对 哪些 实数 a 与 В, 关于 非特 征 的 广义 柯 西 问题 解析 解 的 存在 与 唯一 性 
定理 可 应 用 于 如 下 问题 ; 


Uzy + Зиуу + и = ту, uls = uz|s = wy|s 一 0? 


其 中 5 由 方程 wz + By = 1 给 出 . 
2.17 а) 求 出 所 有 这 样 的 a КИ: 对 于 它 存 在 属于 СКВ?) п C?({z > 0}) п 
C2({z < 0}), 满足 方程 


изз + изу + и, = 0, 42 #0, 


及 条 件 


但 对 任何 yo e R На>0 都 不 属于 C2(B2(0,yo)) 的 函数 и(х, у). 
b) 求 出 所 有 这 样 的 a, 对 它 , ХНЕЖ / Е Lioc(R), 函数 u(z,y) = f(z + у) 在 
D'(R?) 中 满足 а) 小 题 中 的 方程 . 


2.2 ”问题 提 法 的 适 定性 


适 定性 的 定义 ” 设 给 定 方程 Lu = f 及 附加 条 件 Bju = g;. Bo 和 Е, 是 线性 赋 
范 空间 偶 . 如 果 

1) 对 所 有 给 定 的 组 (f,g;) Е Е, 存在 解 we Eo; 

2) 这 个 解 是 唯一 的 ; 

3) 存在 这 样 的 常数 К, 它 不 依赖 于 (f,g;), 使 得 


РЯ < КУ, 91) в, › 


那么 这 个 问题 在 这 一 线性 赋 范 空间 偶 内 的 提 法 是 适 定 的 . 我 们 着 重 指出 : Во, Е 不 
一 定 是 巴 拿 赫 空间 , 即 不 一 定 完备 . 
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习题 
2.18 考虑 问题 
ив = изз, (7,t) ЕП := {(2,t)|0 < t < 22, 0 <= < +оо}; 
wlio =0, “las = Ф(2), Og ZT<+o0 
ФєС?(Е,) ПГь(®,), yp(0)= (0) = Ф" (0) = 0. (2.6) 
在 下 述 空 间 偶 (Ео, Е!) 中 , 这 个 问题 是 否 适 定 ? 其 中 
Eo С?(9) п Lo (0), |“ | во == Е lv(z,t)|, 


El = {$(2)|ф 满足 (2.6)}， |0, = suelo 


2.19 边 值 问题 


Ше = Uzs, (2,0) Є 9 := (0,1) х (0, 2]; 
шщ. = Ф(2), 0<2<1; 


wl 0 == 7 =0 Остео, 
在 下 述 空间 偶 (Ео, Е.) 中 是 否 适 定 ? 其 中 
Eo = {ulz,t)lu є С2:(9) пС(9)}, шв = них [м(,6)|, 


Е! = {$(т)|ф є С'([0,1), $(0) = (1) =0}, liplls, = ее (2). 


2.20 ЖЕ 0 := QX(0 <Т < +оо) 中 的 方程 


Utt = Uzz 


具有 条 件 
ш|,_0 == фи (т), що = yp2(7), ЕК 


的 柯 西 问题 , 在 下 述 空 间 偶 (Bo, Е.) 中 是 否 适 定 ? 其 中 
Eo = {u(z,t)|u є С?(9), sup lu(z,t)| < +оо}, llulls, = jue, $, 
[а] 


Е! = {Ф(т) = (pl(z),pa(z))| por Є С?(Ҝ), p2 Е С"(®), вир[0;(2)1 < +60 (л= 1,2)}, 


2.21 在 带 形 8 := QR(0 < T < +оо) 中 方程 w = и. 具有 条 件 ш, = 


2.2 ”问题 提 法 的 适 定性 15. 


ф(х), Е В 的 柯 西 问题 在 下 述 空间 偶 (Eo, Е.) 中 是 否 适 定 ? 其 中 


Eo = {(z,t)lu є С: (9) NOD) п Е. ()}, 


Е = [оаа —— Є С(Ҝ) п 1..(Ҝ) (ј = 0,1,::. 中， 
hulls, = вори, 0, в, = >в г] 
рєм 是 固定 的 . 
2.22 考虑 对 于 方程 
Utt = Uz 
具有 条 件 
в == p1(7), о 5 yp2(7) 

的 柯 西 问题 


а) 在 pi 与 о 解析 的 情况 下 , 是 否 可 对 上 述 问题 应 用 柯 西 一 ВУЗЕ 
定理 ? 
b) 这 个 问题 在 如 下 空间 偶 (Е, Е!) 中 是 否 适 定 ? 其 中 
ZEo={(zblue 9 := 9}, 
Е, = [ә = (оед) (В) (1=1,2;7=0,1 2), 


Фо; (2 
lullm = вир|и(а, 2), |Ф|в, = р < 
© 


4=1 j=0 


2.23 考虑 边 值 问题 


ш + аи, = 0, (2,t)eQ:=RxR,; 
ul|,_o = 91(2), те К, и о = 92(8), Е В... 


求 在 如 下 空间 偶 (Eo, Е!) 中 使 上 述 边 值 问题 适 定 的 所 有 a 其 中 
Ес = С) п1..(9), llulls, = lu(z,t)), 


{® = (0, 91,92)|9; E C (Ri) п (В+) (3 == 1,2), 
91(0) = 92(0), 92(0) + og1 (0) = 0} 
|Ф|] в, = НЫ [91 (2)| + ne 192(2)1. 
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2.24 考虑 在 R2, РКИ П = Вх [0,y] 中 的 柯 西 问题 
Ди+и=0 ЖЕП Ф, шиє С?(П) пС'(П), 
чо = ф(х), чу о = ф(х), 


其 中 (х), у(т) 是 В 中 的 有 界 连续 函数 . 这 个 问题 在 空间 偶 и є Eo, = (0,0) є 
Е, 中 是 否 适 定 ? 其 中 


Eo = С(П), |ш|в = "р [ш(=, у) |, 


Е, = С(ҜІ) x С(В;), ll®lls, = вир |p(z)| + вир Iw(z)|. 


第 3 章 双 曲 型 方程 


如 果 二 元 函数 и 的 双 曲 型 方程 可 以 化 为 


Чет = 0 
的 形式 , 那么 它 的 通 解 形 如 
| и = / (6) +9(). 
习题 
3.1 是 否 存在 在 В?(0)“ {0} 中 满足 方程 wz,z，= wzszs Н В1(0)\ {0} 中 无 
界 的 函数 ve С?(В? (0) {0})? 


3.2 Ж и(т) є C?(R?) 在 R? 中 满足 方程 wuziz，= wzszs, 且 对 所 有 се 
B2(0) 有 wu(z) = 0. 在 R? 中 求 必 使 u(z) = 0 的 最 大 集合 . 
3.3 考虑 平面 (z, 上 的 具有 给 定 特征 {t = г} 的 波动 方程 柯 西 问题 


ин = иез, Us = ф(х), uz|,, = 4(2). 


想 出 这 样 的 光滑 函数 (г), (х), 使 得 所 给 问题 无 解 . 
3.4 举 出 这 样 的 函数 р, у є C?(R) 的 例子 : 它们 使 得 柯 西 问题 


Uzz 十 бигу 一 биуу = 0, Ра = ф(х), uy|, 6z = w(7) 


a) 有 解 . 这 解 是 否 唯一 ? 
b) 无 解 . 
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3.5 О = [0,1] х [0,1], є С2(90). 问题 


ше = изз. (2,0) 69; що = 7 


的 解 u(z,t) є С2(0) 是 否 唯一 ? 


3.1 波动 方程 的 柯 西 问题 
对 于 波动 方程 


ин 一 02Azu 十 lzi (a>0), zeR",t>0, 


и] о = ф(х), шо =4 (2), 


Д ф(х), 4 (т), f(z,t) 是 给 定 的 函数 ,函数 wu(z,t) є C2(z є В", > 0) ПСК Е 
В", ё > 0) 称 为 柯 西 问题 的 古典 解 . 
如 果 成 立 条 件 


(х) є С?(В!), у(х) Е С'(В!), f(z,t) ЄСВ! х) (n=1); 
р(х) є С°(В"), (х) є С°(В"), f(z,t) Є CR" x R41) (п= 2,3), 


那么 柯 西 问题 的 解 存在 、 唯 一 , ЗЕ ВЕ п = 1 时 由 达 朗 贝尔 公式 给 出 : 


Z 十 at 


und) = ебе + а) +02 od) +5 || ра 
+ z+a(t—7) 8" 


ке f таан 


0 z—a(t—7) 


当 n= 2 时 由 泊 松 公式 给 出 : 


Ы" (ее 
0 = те / (5 Е = 
Ié—z|<at 
а № В ф(8) а 
в 
Е Ш | ета | 
2та te 


0 |€-z|<a(t—7) 
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4 п = 3 时 由 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 公式 给 出 : 


1 д 1 
u(x,t) = то ] 0()15; + 5 区 ] пом е 


|é—z|=at |é—z|=at 


о аш 
0 Ié-z|=a(t—7) 

附注 齐 次 波动 方程 在 任意 点 (z,t) 的 解 依赖 于 初始 函数 р 与 у 在 下 述 集合 
上 的 值 : 

当 n= 1 依赖 于 闭 区 间 [zx – аё, 2 + ай) 上 的 值 ; 

当 п = 2 依赖 于 中 心 在 点 z、 半径 为 ut 的 圆 内 的 值 ; 

4 п = 3 依赖 于 中 心 在 点 z、 半 径 为 at 的 球面 上 的 值 . 并 且 不 依赖 于 初始 函数 
在 上 述 集 合 之 外 的 值 . 


习题 
3.6 设 w(z,t), (т) ЕВХВ., 是 柯 西 问题 
Ин = Uzz, 号 =0), ut| 0 = (1 十 z2)xepzr . 


的 解 . 求 所 有 这 样 的 a, 6 : 它们 使 得 0 Iu(z,t)| < +оо. 
3.7 М и(т,5) ($) ЕВХВ,,, 是 柯 西 问题 


Utt = из; щ,_0 = 0, шо = (23 + а? 24) (1 + =2)Р. 


的 解 . 求 所 有 这 样 的 a, В: 它们 使 得 „шп u(0,t) 存在 且 有 限 . 
3.8 求 所 有 这 样 的 复数 a, 使 得 在 半 平 面 R х, Е, 问题 


ин = изг; > = 0, щ| о = (1+ 22) м 
的 解 w(z,b 对 这 些 a 是 有 界 的 . 

3.9 М и(т, ба), ($0 ЕВ Хх 了 R+, 是 柯 西 问题 
1 


от’ Ҹо =0 


2 
Utt = а Ихх, иј, 


的 解 . 证 明 w(z,t;a) 关于 а 是 递 降 的 . 
3.10 设 w(z,t),(z,t) ЕВХВ., 是 柯 西 问题 


иы = а?иь, ч,о = ф(2), ш|, = (7) 
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的 解 , 并 且 对 于 |z| > 1, р(х) = W%(z) = 0. 
ПЕНН: 对 任意 的 zo 存在 这 样 的 数 如 与 с, 使 得 对 所 有 的 t> to 有 wu(zo,t) = с. 
3.11 Я и(т,5), (т) Ех, 是 柯 西 问题 


ин = аира, ~ = р(х), ш|,_0 = 0 
НУ, 并 且 对 所 有 = Є К, |џ(х)| < 1; 对 || 21, ф(х) = 0. 
求 这 样 一 些 т 值 集合 的 下 界 ， 使 得 对 所 有 t > т, тев КЕЖАЖН БЖИ 
ф 成 立 不 等 式 |u(z,t)| < 5. 
3.12 设 {ux(z,t)}(k = 1,2,…) 是 满足 如 下 关系 的 C2 类 函数 序列 : 


2 2 
Dy ПР РТ" 


9:2 ”9r2， 

Wil > 0 № КВ < z < +оо, ш. | = 0 当 -oo <= < КВ; 
==. =0, тЕВ. 

ot t=0 


对 哪些 a > 0, 6 > 0 存在 这 样 的 不 依赖 于 上 的 то, 使 得 对 (zx,t) Е (一 00, то] х [0, К] (К = 
1,2,...), ик(т,$) = 0? 
3.13 在 R? х К, 中 求 问题 


— 2 С 
ин = Uzz + Шуу, и =е7° +arctany, ut|,_o = с085 + зіпу 


的 解 и(т,у,0. 
3.14 在 Ех, 中 求 问题 


ии = Дам, Uo=0, ш| о = 12|" 


的 解 u(z,t), т = (21,22,23). 
3.15 ЛЕ Вх, 中 求 问题 
1 


=. 及 3 
| о 1 + (21 + 292 + хз)?’ т = 


ив = Ахи, и = 0, 


的 解 ч(х, 6), = = (21,22,13). 
3.16 求 柯 西 问题 


ив = 4(изх те Uyy 二 иг), $ > 0, и| о =: ф(х, У, 2), и | о =0 


对 以 下 的 函数 р(х, у, =) 的 解 : 
а) р=зшх 十 e2z, Ь) р = (yz)2, с) р = (3z – у + 2)е3т-у+*, 
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3.17 设 w(z,t) 是 R3 x 及 + 中 柯 西 问题 
ин = Azu, uo =0, ш|, о = (1+ 422) 


的 解 , 求 lim, и(0, $). 
3.18 М и(т1, 12,0 是 RR? х 及 + 中 柯 西 问题 


Utt = итті + Итот2, ul,_o ти 0, ut|,_o == 4(т1, 12) Е С? (В?) 


的 解 , 其 中 在 В (0) 中 4 (т1, 2) > 0, 在 В2\\ В? (0) 中 (21,22) = 0. 
а) 对 哪些 (zl, TZ2,), 函数 и(т1, 12,4) 等 于 零 ? 
b) 在 


ф(т1, 12) = (1-22 — 12)3 


的 情形 下 , 求 im, tu(z1, 12,4). 
3.19 设 и(т1, 12,6) 是 К? x 及 上 + 中 柯 西 问题 


att = Шаул 十 Wzaza， Uo=0, ul,o =4(21, 22) Е C2(R2) 


的 解 ， 其 中 当 (21,22) Е [0, 1] х 10, 2] 时 W(zl; 12) = 0, 对 其 余 的 (21,22), (21,22) > 0. 
а) 借助 不 等 式 描述 使 得 wu(z1, x2,t) = 0 的 所 有 那些 值 (21,12,#) Е Е? x 6, М 
集合 . 
b) 描绘 出 这 个 集合 . 
3.20 设 w(z,t) 是 Вх, 中 柯 西 问题 


ин = Ахи, “о = 0, ut|,_o = у(х) 


的 解 , 其 中 当 0.9 < |z| <1 时 4(2) = 0, 对 其 余 的 > 有 W(z) > 0. 
对 哪些 (zx,t), 函数 u(z,t) 等 于 零 ? 
3.21 设 (и. (2,0,0 < e < 5) 是 С? 类 函数 族 , 它们 满足 如 下 关系 : 


д?и. _ д?ие 


692 > Әг? 


ие | о =0, (х,у) є R’; 


9? 
+ ‘эл’ (фу Є, 0<Е<=”; 


Ж 12+? < е-9 9 би =, Жан > сет 9 > 0. 对 哪些 m > 0,g>0 
t=0 t=0 


存在 不 依赖 于 = 的 р > 0, 使 得 对 于 z2 + у2 < 02,0 < < "(0 < е < 3) 成 立 
ue(T,y,t) = 0? 
3.22 设 w(z,t) 是 柯 西 问题 


ин = Ди, TE В”, [А > 0, ul|,_o = 0, ut|,_o == (2) 
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的 解 ， 并 且 其 中 у(х) > 0. 对 哪些 n є {1,2,3}, 如 下 断言 成 立 : 如 果 集 合 {те 
Rn|%(z) = 0} 连通 , 那么 集合 {(z,t) ЕВ" x 玉 +lu(lz = 0} 也 是 连通 的 ? 
3.23 设 w(z,t) є C2(R3 х (0, +оо)) П СІ(В3 x [0, +оо)) 是 波动 方程 柯 西 问题 


ињ = Аи, и| о = 0, | о = ф(х) є CF(R’) 


的 解 . РАЖ и 的 支 集 是 否 可 能 位 于 柱 形 ВЎ (0) x [0, +оо) 内 ? 


3.2 ” 半 有 界 弦 的 混合 问题 
求 函数 ulz,t) 使 其 满足 方程 
Ut =auzs (а> 0), 7z>0,t>0, 
以 及 当 t=0 时 的 初始 条 件 
о = pz), wlio =4(т), #>0, 
和 当 x = 0 时 边界 条 件 
由。-o= 4(t) (第 I 类 条 件 ) 
或 us|,_。 =4(t) (第 工 类 条 件 )， 
或 (uz — аи) у=) (第 III 类 条 件 ) 


称 为 对 半 有 界 弦 的 混合 问题 或 初 边 值 问题 . 在 y(t) = 0 的 情形 , 边界 条 件 称 为 齐 次 
的 . 还 可 考虑 其 他 形状 的 边界 条 件 . 

为 使 古典 解 ve C2(R+ x В.) 存在 , 需要 补充 初始 条 件 及 边界 条 件 在 点 (0,0) 
处 的 相 容 条 件 . 例如 , 如 果 


и(0) = 92(0)(= «(0,0)), (0) = w(0)(= uz(0, 0)), 
и" (0) = а?ф"(0) (utt(0,0) = a2uzz(0,0))， 


那么 第 I 类 边 值 问题 的 古典 解 存在 . 
弦 振 动 齐 次 方程 的 通 解 具有 如 下 形状 : 


u(z,t) = f(z — аі) + g(z + at); 


f(z а) 是 右 行 波 , g(z + at) 是 左 行 波 
函数 (©) 与 9(6) 对 自 变量 的 正 值 可 由 初始 条 件 确定 , 从 而 对 z > at 可 由 达 朗 
贝尔 公式 得 到 解 
十 at 
ца.) = 502+) +02 а) +55 | ve. 


т-а 


3.2” 半 有 界 弦 的 混合 问题 23 . 


为 了 求 出 当 0 < < at 时 的 解 , 要 由 z = 0 时 的 边界 条 件 求 出 当 上 < 0 时 的 函 
数 /(&). 例如 , 对 于 第 一 类 边界 条 件 我 们 有 


中 -= а) оба) = 0, Л) (5) 9-0, ео 


在 第 二 类 和 第 三 类 边界 条 件 的 情形 , & < 0 时 的 f(&) 是 一 阶 常 微分 方程 的 解 , 它 
依赖 于 一 个 任意 常数 , 这 个 常数 可 由 解 u(z,t) 在 主 特征 z = at 上 的 连续 性 条 件 求 
Н. 

附注 “如果 方程 是 非 齐 次 的 , 那么 应 当 求 出 非 齐 次 方程 的 任 一 个 特 解 шг, 0), 
把 所 求 的 解 w(z, 表示 为 和 的 形状 : u(z,t) = v(z,t) +w(z,t), 并 把 u(z,t) 的 表示 代 
入 方程 和 初始 条 件 及 边界 条 件 . 这 时 对 新 的 未 知 函数 v(x,t) 得 到 具有 新 的 初始 条 件 
及 边界 条 件 的 齐 次 方程 . 

特殊 情形 

对 于 第 一 类 齐 次 边界 条 件 


一 般 方法 和 初始 条 件 的 奇 延 拓 方 法 一 样 可 给 出 结果 . 为 得 到 w(x,t), 可 以 在 区 域 x < 0 
中 对 函数 ф у у 作 奇 延 拓 : 
ф(х), 220. _ ф(т), 2 20, 
5(z) = | ф | 


—Ф(—-т), Zz<0, —4(-х), Zz<0; 


应 用 达 朗 贝尔 公式 求 出 对 $ 及 的 柯 西 问题 (z є В) 的 解 . 函数 wu(z,t) 则 是 对 上 
述 所 得 解 仅 考虑 z > 0 的 情形 . 
在 第 二 类 齐 次 边界 条 件 的 情形 


из о 0， 


应 用 对 初始 条 件 作 偶 延 拓 的 方法 是 方便 的 . 为 得 到 函数 и (т, 6), 可 以 在 区 域 x < 0 对 
函数 р 与 у 作 偶 延 拓 ; 


ф(т), #20, 二 4(х), $20, 
ф(х) = | 4(2) = | 
yp(—z), т < 0, 0(—2), т < 0; 


应 用 达 朗 贝尔 公式 求 出 对 于 5 № y 的 柯 西 问题 (z є В) 的 解 . 函数 wu(z,t) 则 是 对 
上 述 所 得 解 仅 考虑 z > 0 的 情形 . 
在 这 里 相 容 性 条 件 变 成 函数 5 є C2(R) у фе C1(R) 在 零点 的 光滑 性 条 件 了 . 
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习题 
3.24 设 w(z,t) 是 在 В, х Е, 中 问题 


Шы = Иез, Uz|,_o=0, 


| 一 sin3z， л<х< 2r， 
= и, = 
е 0, х= 9 (п, 27), тее 
的 解 . 
а) 求 集合 (2,0) ЕВ, хВ, |и(1,0 720}. 
b) 描绘 出 这 个 集合 . 


с) 描绘 出 ш (= =) №и (= =) 的 图 像 . 
3.25 对 哪些 入 = 常数 及 (т) 存在 乃 是 如 下 问题 在 В, х К, 中 的 解 的 函数 
u(z,t) Е C2( 开 + хВ,): 


Utt = Иша, (ut 十 Xuz)| 0 = 0, и = (2), що = 0? 


求 出 这 个 函数 . 
3.26 对 哪些 pe C?(R) 与 we C?(R) 存在 及 2 中 问题 


Utt = изт; ul (а), и |, 一 Ф(2) 


的 解 wu(z,t) Е С?(2)? 
3.27 对 哪些 4 Уот, х, 中 边 值 问题 


2 
ea —т РЕР. 
Ш = Из, и о = coswt, 7 = Ае, ц о = 0 


的 解 ие С2(Е, x В,)? 求 出 这 个 解 . 
3.28 ”在 四 分 之 一 的 平面 Е, х Е, 上 考虑 问题 


1 
utt = TUzz, (uz 一 u)|,_o = al(t), чо = ф(х), що 0 


а) 设 p(z) 与 a(t) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 , 日 在 闭 区 间 (5. = 上 等 于 零 


я 
求 出 并 描绘 出 使 得 函数 w(z, 明显 等 于 零 的 最 大 集合 . 
b) 设 p(z) = (cos+(z))2 (其 中 f(z) = тах(0, f(z)). 求 为 使 上 述 问题 存在 古典 
Ж, НЭРЖ a( 及 正常 数 8 > 0 应 满足 的 充分 必要 条 件 . 
3.29 ”对 哪些 ,a 与 8, 在 D={(z,t)|kt < т < +оо, 0 < < +оо} 中 存在 下 述 
问题 
= а, и] о т ш|,_, = 0 


Utt = изз; ы 
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的 解 u(z,t) є C2( 万 )? 解 是 唯一 的 吗 ? 
3.30 求 问题 


ин = иза; щ,_, = р(х) є С?([0,1]), 0<х<1; 


М.а. = wo) в 2 ([0.5]), 0<2<5 


的 解 иба, 6). 这 里 00000) = 00000) = 0, к= 0,1,2. | 
а) 借助 于 不 等 式 , 描述 使 得 这 个 问题 的 解 u(z,t) 唯一 确定 的 所 有 值 (z,t) є А2 
的 集合 . 
b) 描绘 出 这 个 集合 . 
с) 求 出 所 考虑 问题 的 解 wu(z,). 


3.3 有 界 弦 . 傅 里 叶 方 法 


施 图 姆 - 刘 维 尔 (Sturm-Liouville) 问题 
考虑 施 图 姆 - 刘 维 尔 微分 算 子 


L := 9 — 42), Ци = (р'и)! – ди, 


的 形 如 
Ци] =-Ли, 当 ze(0,1) 


的 谱 问 题 , 其 中 , 在 [0,1] 上 а(х) > 0, 且 在 [0,1] 上 р(х) > po > 0. 
定理 1 1) 算 子 也 是 对 称 、 负 定 的 , Вр 


(2и), у) гол) = (и, [о] голу, (04), ч), ол) < фк? (и, м). 


2) 如 果 Ци = —Ли, Цо] = 一 和 vw, 那么 函数 (х) 与 (2) 线性 相关 ; 如 果 Ци = 
一 Xu Ци] = 一 pw В.А фр, 那么 有 (и, о), ол = 0. 

3) 以 № 5 Хь(т), КЕМ, 表示 算 子 工 的 本 征 值 与 本 征 向 量 , 即 L[Xk] = 
-АХь, Хь 关 0. 那么 集合 {Хь} 在 L2(0,1) 中 构成 完全 正 交 系 , 而 | 和 k| 一 +оо. 


傅 里 叶 方 法 
具有 固定 端点 的 有 界 弦 的 本 征 振动 (固有 振动 ) 的 研究 归结 为 问题 


Wt =aUzz, ТЕ (0,1), #>0, и 0, (3.1) 


и] о ЕЗ (х), | о 4 (т). (3.2) 


т=0 = щі. а 
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这 就 是 所 谓 的 弦 振 动 方程 的 混合 问题 或 初 一 边 值 问题 . 这 个 问题 的 解 可 在 С?((0,1) x 
В) пс, x 及}) 类 的 函数 wu(z,t) 中 求 出 . 

(3.1) 中 在 每 一 个 端点 z = 0 和 z = ! 上 的 边界 条 件 可 以 用 上 面 对 半 有 界 弱 指 出 
的 三 种 类 型 边界 条 件 (它们 是 彼此 无 关 的 ) 来 代替 . 相应 地 , 为 使 问题 (3.1)~(3.2) 的 
古典 解 存 在 , 还 必须 在 两 个 点 (0,0) 与 (1,0) 满足 相 容 性 条 件 . 

在 闭 区 间 上 初 - 边 值 问题 的 解 , 通常 是 用 标准 的 传 里 叶 方 法 来 构造 , 即 依照 相 
应 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 本 征 函 数 X.(z) 展开 成 级 数 . 在 第 I 类 与 第 II 类 齐 次 
边 值 问题 的 情形 , 在 两 个 端点 基 函 数 Хх, 具有 如 下 形状 : 


Xk(z) = sin 3 (kxEN)， 在 Wl = Gl = 0 的 情形 ; 

Хо(х) 三 1,Xk(Z) = cos тш, 在 ие о == и. | = 0 的 情形 ; 
т(к 一 5)z 

Xk(z) = sin т ‚ Жи, = 三 如 | = 0 的 情形 ; 


1 
п(к- =)2 
Хь(т) = cos 一 一 2—, Ж иг | о = шщ, = 0 的 情形 . 


例如 , 问题 (3.1) ~ (3.2) 的 解 由 下 述 公式 给 出 : 


оо 
(2, #) = У. (А тея тки + Br sin т") sin ша 


К=1 


1 
Ак = ТС ) sin do Ве = пе | Sin dr. 


对 所 考虑 的 混合 问题 , 函数 


1 


в = | [0 ав 26 


0 


称 为 能 量 积分 . 


在 两 个 端点 z = 0 及 z = ! 有 第 I 类 或 第 П 类 齐 次 边 值 条 件 的 情况 下 , 对 这 个 
问题 的 任何 古典 解 и(х,#), 能 量 恒等式 


Е(1) 三 常数 


成 立 . 
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习题 
3.31 Ни) ЖК, х, 中 问题 


ин = Uzz, из | о = 0, 
зШ3х, A<r< 2т, 
мі. = 


ш| гы = 0 
0, 29 (т2л), 一 


的 解 . 
а) 画 出 v(z,27) 的 图 像 . 
b) 当 z є [0,27],t є В, 并 且 补 充 条 件 и 
u(z, 27) 的 图 像 . 
с) 对 于 上 述 补充 条 件 改 为 us| _。 = 0 的 情况 画 出 v(z,2r) 的 图 像 . 
3.32 ”指出 使 得 在 矩形 = [0, т] x [0, т] 中 的 混合 问题 


= 0 时 , 考虑 上 述 方程 , 并 画 出 


2 一 27 


ин = Uzz, Ш они, =0, 


7 = ат“ + Br3 + ѕіп т, шо = 7 с08 5 


解 存 在 的 所 有 常数 о, В 与 у МАН. 求 出 这 个 解 . 
3.33 设 v(z, 是 在 [0,1] х, 中 混合 问题 


ин = duzz, и| о = и| 1 = 0, 


vl = 4sin3 лх, | _о = 305(1 — х) 
的 解 . А 
5% / (3) ло = Јо + ааа рае. 
0 


Ь) 求 w(z, 2). 
3.34 设 w(z,t) 是 [0,7] x К, 中 混合 问题 


Utt = изт; и| о = и = 0, и| о Е sin я, ш, = 


的 解 . 在 测度 大 于 А Е 四 (2, 5) > 100 是 否 正确 ? 
3.35 设 v(z, 是 在 [0,1] х, 中 混合 问题 


т=п 


Utt = Uzz, ч| о ж „Е == 0, чо 5 0, и | о = 2? (1 5 т) 


1 
的 解 . 求 lim, fe, t) +и2 (2, 0)]аз. 
0 
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3.36 设 w(z,t) 是 [0,1 х Е, 中 混合 问题 


Шев = Из, u|,_o = 7 = 0, ul,_o = 0, щ | о = 12(1 — х)? 


1/2 


ОЖ. Жа 0208,0 + 0202,04. 
0 
3.37 设 w(z,t) 是 在 = [0,7] х Е, 中 混合 问题 


ин = Uzz + sin 2 cos 57 sin wt, 


“| „0 = и, 一 0， и] о У и | _о =0 


的 解 . 求 所 有 使 得 ир lu(z,t)| < +оо 的 ш. 
a 
3.38 设 w(z,t) ЖЕ О = [0,1] х, 中 混合 问题 


Utt = Маг, и| о = 0, и| | = Sin at чо = 0, щ | о = ат 


的 解 . 求 所 有 使 得 suplu(z,t)| < +00 的 а. 


о 
3.39 а) 求 出 所 有 这 样 的 K > 0, 对 这 些 К, 对 某 个 函数 p є С((0, т)), 在 
[0,7] x В. 中 存在 问题 


ин = 9uzz， м] о = (uz 一 ки) | = 0, 


о = 0, ш, = Ф(2) 


的 无 界 解 . 
b) 对 上 二 1 指出 所 有 使 得 上 述 问 题 的 解 u(z,t) 为 有 界 的 函数 p(z) є С°°((0, т). 
3.40 设 u(z,t) Є С2((0, т) х (0, +оо)) ПСК, т] х [0, +оо)) 是 在 [0,7] х В. 中 
边 值 问题 | 


Utt = Uzrz, ul|,_o == f(t), “|” = 0, wlso и 0 =0 


的 解 , f(t) 是 光滑 函数 , 当 t 一 {оо 时 f(t) 一 0. 这 个 问题 的 解 是 否 可 能 随时 间 , Вр 
随 变 量 t 的 增长 而 无 界 增长 ? 
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41 边 值 问题 
在 有 界 区 域 求 满足 条 件 


ut = а?Дхи, Газа = 0, wl = ф(х) є С(9) 


的 函数 u(z,t) Е 2005) пС(Ор),Т > 0 Т = +оо, 其 中 p(z) 是 给 定 的 函数 , 称 
为 在 有 界 区 域 9 中 热传导 方程 第 一 混合 问题 或 第 一 初 - 边 值 问题 . 边界 条 件 可 以 是 
非 齐 次 的 . 

如 果 对 ге 00 给 定 的 不 是 函数 и 的 值 这 种 条 件 , 而 是 给 定 и 的 法 向 导数 的 
值 或 者 是 函数 本 身 及 其 法 向 导数 的 线性 组 合 的 值 , 那么 分 别称 为 第 II 或 第 П 边 值 
问题 . 

柱 体内 的 极 值 原理 . 如 果 函 数 u(z,t) є C?(QT) n C(G2) 在 柱 体 Q3 中 满足 热 
传导 方程 , 那么 它 要 么 在 柱 体 的 下 底 t = 0, 要 么 在 柱 体 的 侧 曲 面 z є 20 上 取 到 其 
最 大 值 (及 最 小 值 ). 

通常 , 上述 问题 的 解 是 用 传 里 叶 方 法 来 构造 . 例如 , 对 一 维 空间 变量 z (0,0), 
问题 


Vt = Q? uzz, ц| „о = щі. на 0, чо = $(т) 


的 解 由 下 述 公式 给 出 : 


99 1 
k=1 Д 
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习题 


4.1 热传导 方程 的 第 一 边 值 问题 的 解 是 否 可 能 在 内 点 取 异 于 常数 的 最 小 值 ? 
4.2 设 we C24(@) 是 可 := [0,1] х [0,1] 中 问题 


Ut = Че, 41.0 三 ЖК = 0, 7 >0 


1 


的 解 . 函数 f(t) := / и? (т, аз 在 开 区 间 (0,1) 内 部 是 否 可 能 有 极 大 值 ? 
0 
4.3 чє С21(00) пС(09) 是 在 Q := (-1,1) х (0,1] 中 方程 
Ut = Uzz 十 (т, 2и, 其 中 9 E C(G9) 


的 解 . 记 М := ик т := шахи, ЖФ Г := 9\ 9. 如 果 а) q(z,t) = 0; Ь) а(х,5 > 0; 
с) (1,6) <0, М > 0, 是 否 可 能 М > т? 
4.4 设 @ := (0,1D)x(o,1]. 是 否 存在 具有 下 述 性 质 的 函数 иа, 0) : и є 021(Q@)n 
С(9); 
Ш = изз, (2,0) Є; 
чо = 2sin7nz, ш. = Ззіптт, 0<5<1; 


е = зіп ті, "ДМ = зіпті + 25іп 271, 0<Е< 17 
45 0 = {(х,#0) є |22 +2 < 1). 是 否 存在 满足 方程 
Ш = Из +1 在 О, 及 条 件 ти: = ёи 在 до 


的 函数 и є С2(0)? 
4.6 设 函数 u(z,t) є С2(0) nCs(Q@) 是 在 := (0,3) х (0, 1] 中 边 值 问题 


мн ое, м а= 2078, о МЕТ 


的 解 . vw(z, 在 9 中 关于 上 递减 的 断言 是 否 成 立 ? 

47 ЖЖЖ uk(z,t) є Cz't (к) ПС(@»), К = 1,2, 是 在 Qk := ӘТ, 中 边 值 
问题 

(шк), = (ик), чк, а. =0 |, = (х), lzl <k 

的 解 . 这 里 pe С'([-2, 2]); М |z| < 1 时 yp(z) 20 А41 < || < 2 8 ф(х) = 0; 
Ф #0. 

证 明 : wa(z, < w2(z,t), (2,0) є [-1, 1] х (0,Т]. 

48 设 u(z,t) є С21(9) ПС(О) 是 在 Q := 07° „у 中 边 值 问题 


25 а: ЗЕ 
Ut = Иа, 7 МЕРЯ == 0), и| о = 5іп“ т 


4.1 边 值 问 题 . 31. 


的 解 . Ж ,lim_ ] р 
0 
4.9 МЕЙ p(z) є CSe((0,1)) 时 , 在 怎样 的 条 件 下 , 半 带 形 Q@ 吕 ,中 的 边 什 问 是 


а) ш = иа, Чо = |, = 0, uo = Ф(2); 
Б) ue = zz， но = М = 0, Чо = (а) 
的 任意 解 u(z,t) 具有 当 t +оо 时 wu(z,t) 一 0 的 性 质 ? 
4.10 设 w(z,t)e С21(9) пС(9) Ж 9:=98, 中 问题 


Ut = Uzz + аи, | о > и. Е 0, ц, ся $ (т) 
的 解 . 求 所 有 使 得 对 任意 初始 函数 pe C([0,1]), Ф(0) = ф(1) = 0 成 立 
im u(z,t) =0, Vz є [0,1] 


о ЄК. 
4.11 设 w(z,t) Ж 906) 中 边 值 问题 


ш = и, они =0, ч, = ф(х) 
的 解 ,其 中 фе СК, т]), ф(0) = ф(п) = 0. 指 出 所 有 这 样 的 函数 p(z) 的 类 : 对 它们 有 
„іш eu(z,t) =0, Vz € [0,7]. 
4.12 设 w(z,t) 是 在 半 带 形 Осо as 中 问题 
Ш = Шог, оч Ци =0, d,s = Р(х) 


的 解 , 其 中 фе C1[0, Зт], p(0) = Ф(Зт) = 0. 指出 所 有 这 样 的 函数 w(z) 的 类 : 对 它们 
а) 存在 有 限 的 „іт е“би(х, 1); 
b) 存在 有 限 的 im。 etu(z, t); 
с) 存在 有 限 的 ,lim et wu(z,t). 
4.13 设 w(z,t) Я Q% .、 中 边 值 问题 


(0,5) 


Ш = изг, Ц| с № и]; =4, и(т,0) = с08* = + 415 2 


z=0 一 


的 解 . 求 in。 и(т, $). 
4.14 В ие C34(Q)nc(g) 是 Q := Q8 中 问题 


Ut = Шут + Что, 


ьо = и] о 3 0, аа = 22, ed 二 
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的 解 , 其 中 © = (0,1) х (0,1). 求 ,im и(а1,22, 0). 
4.15 设 w(z,t) 是 半 带 形 Оо, 中 问题 


Ut = Uzz, и] о ЕА и] = {, и] о > $(=) 
的 解 , 其 中 p(z) є С1([0,1), #00) = #00) =0. Ж а 21а, і 
4.16 РЖ ш 与 uz 满足 关系 式 { 


(ик): = (ик). О<х<л, 0<#< +оо; 


що = іп? т — оѕіпїт (к= 1,2); 


и у= |, = 0, (и): |, = (wa)z|。， = 0, 0<#< +оо. 


т=0 
对 哪些 о, 不 等 式 
„іп (т, #) < :im из(х,#), Vz є [0, т] 


成 立 ? 
4.17 设 函数 u(z,t) 是 Оо) 中 问题 


к к 2; и: о 
Ut = Uzz, uz| о = Ма| „о = 3, що = 2 32“ + З= 


的 解 . 求 ,im и(т, Ф). 
4.18 Ж ulz,t) 是 Осо, 中 问题 


= ав, Wo = Wl = = 


的 解 . 求 „Ша uz,t). 
4.19 а) 求 出 所 有 1 > 0, 对 于 这 些 ! 当 某 些 函 数 p(z) є С°((0,1)) 时 , 在 95, 
中 边 值 问题 


ш = 2Игг, и] о | (uz 27 Зи) |, = 0, и| о 本 Ф(ї) 


存在 无 界 解 . 

b) 对 1= 1, 列 出 所 有 使 得 这 个 问题 的 解 有 界 的 函数 (х) є С° ((0,1)). 

4.20 а) 不 恒 等 于 常数 的 函数 v(z, ЕК От = ((2,0)|0 <t<T0<z< 
5 一 exp( 一 t)} 中 满足 方程 


Ut = Uzrzr: 


证 明 : 这 个 函数 在 От 上 的 最 大 值 既 不 可 能 在 От 的 内 点 达到 , 也 不 可 能 在 t= 了 
达到 |. 


41 边 值 问题 “ 33. 


b) 设 wu(z,t) 是 问题 


ut 二 Uzz， ЖХ > 0,0 <= < 5 – ехр(–#) 中 ， ал) 
4.1 


ц| „о = ЧЕЧЕТ" = 0, и| о = р(х) 


的 解 , Ж р(х) є С°°((0,4)). 证 明 : |u(z,t)| < Се-*. 
с) 举 出 这 样 函 数 yp(z) Е Cge((0,4)) 的 例子 : 它 使 得 对 问题 (4.1) 的 解 и(=, #) 
成 立 


шах и(2,#) >е\*, ү> 0, 
2Є(0,5—ехр(—#)) 


假定 上 述 解 存在 . 

4.21 设 w(z,t) 是 887) 中 问题 

Ut = Мег, и] о пя и: |, = 0, чо =. $(=) 

的 解 , 其 中 (0) = w'(r) = 

а) 证 明 : sup lu(l,z)| < sup |e(z)|. 

0<z<” 0<z<” 
b) вир |и(1,а)1< 5 sup |p(z)| 是 否 成 立 ? 
4.22 设 函 数 u(z,t) Е С?(0)пС(О) 是 Q := ОБ 中 边 值 问题 
= Ди + /(1), и сое =0, vo=0 

的 解 , 其 中 对 z eEQ Г (2) < 0. 证 明 : 对 于 固定 的 zo є О, 函数 wzo, 是 关于 


Е (0,Т) 非 增 的 . 
4.23 设 u(z,t)€ С2(9) пС(9) Ж 9 := 05, 中 边 值 问题 


Ut = Uzz + v(Z,t), wl = 四 | = 0, и о = ф(х) є C™([0, 1]) 


的 古典 解 . v(z,t) 是 有 界 可 测 函 数 , v(z,t) 满足 估计 |v| < С, > 0 是 给 定常 数 . 
是 否 可 以 选择 函数 (т, 0), 使 得 对 所 有 的 上 > t 有 ul(z,t) = 0? 其 中 如 是 某 个 
正 的 常数 . 
4.24 设 w(z,t)e C2(Q8)ncl(8) 是 8:= 90, 中 边 值 问题 
ші = изз + Зи, и = М. 0 
的 古典 解 . 证 明 : 对 于 w(z,t) 成 立 不 等 式 
lu(z,t)| < Се 6, С> 0 为 常数 . 


4.25 # и(т,0) є С?(0) пс" (9) 是 8 := 051) 中 边 值 问题 


2=0 


Ut = изг; | о = 1, ГА 1 = –1, Е = ф(х) є С0°((0,1)) 


Н 
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的 解 . 这 个 解 在 О 上 有 界 吗 ? ( 即 温度 是 否 升 高 ?) 
4.26 № и(=,1) 是 Q := 96. 1) 中 问题 


ш = иг, Ч, = 0), Ч, = 90), Ч, = Ф(2) 
的 解 , f,g, yp 是 光滑 函数 , 并 且 
1 —а 当 t— 0 9( 6 МЕ. 
在 空间 Cl0,1] 中 , 这 个 问题 解 u(z,t) 4 t 一 оо 时 的 极限 (如 果 它 一 般 地 说 存在 的 
话 ) 是 什么 ? 


4.2 Ня 
定义 在 带 形 IIr = {(z,t) Є В" ге В", 0 <t < Т} 中 , 满足 方程 
ш = а?Ахги + f(z,t) (а> 0), (т) є Пт 


及 边界 条 件 
wl Е == $(т) € Съ(Е") 


的 函数 ve С2 (Пт) пС(Пт) 称 为 热传导 方程 柯 西 问题 的 古典 解 , 其 中 p(z } f(z,t) 
是 已 知 的 连续 有 界 函 数 . 
Е 、 唯 一 并 且 可 由 泊 松 积分 表示 : 


и(=,#) = воя, | = |- 2 да 


58. ПЕЗЕС; аб __в- 外 i 
附注 ” 设 w(z,t) 是 柯 西 问题 
е 在 В" x 有 + 中 ， 


uo = ф1(21) on(zn)， ЕВ" 


的 解 , 其 中 фь(ть) Є Cb(R),k = 1,… 那么 ul(z,t) = П ик(х, #), 这 里 ик(т,6) 是 


柯 西 问题 са: 
| (иь), = (uk)zz， 在 及 xR+ Ф, 


шо = pk(z)， ze 及, 大 一 1 
的 解 . 


4.2 柯 西 问题 . 35 . 


在 带 形 中 对 于 热传导 方程 的 有 界 解 , 成 立 如 下 的 极 值 原理 : 
如 果 函 数 u(x,t) Е С?(Пт) п Сь(Пт) 在 带 形 Hzr 中 满足 齐 次 热传导 方程 w = 
a2uzz, 那么 : 
inf w(z,0) < wv(z,t) < sup u(x,0), Vv(z,t) Е Пт. 
тЕВ” гей» 


对 于 热传导 方程 的 有 界 解 成 立 如 下 的 关于 定常 性 的 定理 : 
设 w(z, 是 柯 西 问题 
vp 在 及 x 及 + Ф, 
‚о = р(х), тЕВ, ф(х) є Cb(R) 


的 有 界 解 . 那么 


4+ 十 4_ 

; = pA $ Вы 

1. 如 果 „Ша ф(т) = А+, 那么 : lim и(т, 8) = = 
1 


2. 如 果 im /ea = А, 那么 ,im vu(z,t) = $. 
ме 
3. 如 果 (х) 是 周期 函数 , 那么 ,im (2,6) = фо, 其 中 wo 是 函数 р(х) 展开 为 
傅 里 叶 级 数 的 零 系 数 , 即 函 数 yp(z) 的 空间 平均 . 


习题 


4.27 在 带 形 中 对 热传导 方程 成 立 的 极 值 原理 , 对 同样 形状 区 域 中 的 方程 w 十 
Д.и = 0 是 否 成 立 ? 

4.28 证 明 : 对 于 方程 w = wzz 的 柯 西 问题 , 如 果 初 始 函 数 v(z,0) 是 奇 函数 ， 
那么 其 解 u(z,t) 也 是 关于 г 的 奇 函 数 . 

4.29 如 果 对 w(z) 的 有 界 性 的 要 求 代 之 以 假设 


Ip(z)| < МеК*", М>0, К>0, 
那么 对 哪些 t > 0, 在 给 出 柯 西 问题 
ut = ига, Vo =w(z) 


解 的 公式 中 的 积分 是 存在 的 ? 
4.30 (利用 泊 松 积分 ) 证 明 : 在 及 x В. 中 存在 下 述 问题 的 解 u(z,t) є C2(R x 
及 + ) 
Ш = изт, 在 [2(®) 中 当 t 一 +оо 时 wl(z,t) 一 ф(х), 


Д ф(х) 是 12(в.) 中 的 已 知 函 数 . (不 一 定 连续 !) 
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4.31 具有 下 述 性 质 的 函数 v(z, 是 否 唯一 :ve С» (Вх (0,1); 


Ut = Uzz) (т, t) ERx (0, п); 
lim и(х,{) =0, Ух Є; зир|[и(х,#)| < +оо, УЁЕ (0, А]? 
1—0 ЕК 


4.32 ЁС = {(1, Е ВЗЕВ.}. ЖИ 02. (С). Е С 中 有 界 且 在 С 
中 满足 方程 w = wzz 的 函数 и(=, #). 
4.33 设 w(z,t) Ех, 中 柯 西 问题 
т? + зтх 
1+ 252 


Ut = duzz, -本 = 


的 解 . 求 „т ut 人 zt 
4.34 设 w(z,t) Ех, 中 柯 西 问题 


Ut = Из, Ио = arccotz 


的 解 , 求 „Шт (т, 0). 
4.35 设 w(z,t) Я Кх, 中 柯 西 问题 


ut = ига, ul,o = ф(х) Е С(В) NLoo(R) 


1 
的 有 界 解 . 如 果 ， lim_ я А p(z)dz = А.Ж а (0,0). 
= 
4.36 求 ,im uD, у,1), 其 中 w(z,y,t) 是 R? x в. 中 柯 西 问题 


Ut = Uzz 十 чуу 昌国 本 ф(х, у) 


在 如 下 初始 条 件 下 的 解 : 
а) (х,у) = о Ь) ф(5, у) = ѕіп? у, с) ф(х, у) = 
4.37 а) 解 КЗ x 及 + 中 的 柯 西 问题 


(zsiny)? 
1 十 2z2 


ш = Аи – Зи, и, =e totes 


b) 求 ,im и(т, 6). 
4.38 设 w(z,t) Ж Кх, 中 柯 西 问题 


Ut = изт, 5 =е 


+оо 


的 解 . 求 im。 ] и(х, ах. 
0 


4.2 柯 西 问题 . 37. 


4.39 № и(т,) ЖВхв, 中 具有 “ 势 ” 的 热传导 方程 柯 西 问题 
ut = Uzz — ш, иј, 

的 解 . 证 明 : 存在 常数 4, 使 得 
|u(z,t) – Ает“ | < a(t)e™, 


其 中 当 t оо 时 al(t) 一 0. ЖЖЖ А. 
4.40 设 正 的 有 界 函 数 满足 方程 


ut = Аи 在 带 形 R3 х (0, 1) 中 ， 
и=0 ， 在 立方 体 (0,1) х (0,1) x (0,1) (0,1) +. 


在 带 形 R3 (0,1) 中 w=0 是 否 成 立 ? 
4.41 设 weC2(Q8)nC(R) 是 在 带 形 QT 中 柯 西 问题 


ut=uzz Uo=0 及 lulz,t)| < С 


的 解 . 证 明 在 ОТ фа = 0. 

4.42 &П:=ВхВ, \\{(0,1)} 是 “ 挖 去 ”一 点 的 半 平 面 ; u(z,t) 是 п 中 热 传 
导 方 程 的 解 , 且 当 (1,6) ЕП В} |и(2,1)| < М. 证 明 在 点 (0,1) 的 奇 性 是 可 去 的 , 即 可 
以 在 这 点 补充 定义 函数 ибт, 0), 使 得 它 是 R x В, 中 热传导 方程 的 解 . 

4.43 求 下 述 问题 的 解 w(z,t) Е СВ, x К): 


Ш = иго, (2,0) Є, ХВ, ДЯ 一 cos 5t， #Є В; 


sup lu(z,t)| < оо. 
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5.1 调和 函数 
Ж u(z,t) Е С2(0) 如 果 在 О 中 有 
Ди = 0, 
称 函 数 и 在 区 域 9 中 是 调和 函数 . 
平均 值 定 理 如果 wu(z) 是 在 区 域 Q 中 的 调和 函数 , 那么 
1 и(х)а5, 
5в(то) 


аб қ 
R\TO 


1 


极 值 原理 设 v(z) 是 在 О 中 调和 的 、 在 ОТЕЯНАЖИ и) = М = 
шахе, т Е 9, 那么 在 Q є и= М 


刘 维 尔 定理 ”如果 w(z) 是 在 Rn 中 有 界 的 调和 函数 , 那么 w 三 常数 . 


关于 法 向 导数 的 霍 普 夫 — 奥 列 尼克 (НорЁОлейник) 引 理 Ж и(х) 是 

球 BB 中 的 调和 函数 ， етет иЄ С(В), Ж и(х) 在 点 be 8B 取 最 小 值 (最 大 

值 ). 如 果 在 点 5 存在 导数 5 一 其 中 7 是 与 球 的 边界 0B 在 点 b 的 外 法 线 方向 成 锐 
Я В 的 方向 , 那么 


51 调和 函数 . 39 . 


哈 纳 克 (Harnack) 不 等 式 设 u(z) 是 在 球 B8(0) 内 的 调和 函数 且 u(z) 在 
万 8(0) 上 连续 、 非 负 , 那么 


В + || 


= |z| п— 
в и(х) < u(0)R Rr 


“OR Пичет < 


关于 可 去 奇 性 的 定理 ”如 果 и(т) 是 0 {0} 内 的 调和 函数 且 
lu(z)| < а(т)|» (т), 
Ри 0 а(2) 一 0, ® &, (2) 是 拉 普 拉 斯 算 子 的 基本 解 , ЖА ЮЖ ит) 可 以 
在 0 点 补充 定义 , 使 得 uw(z) 在 Q 内 处 处 是 调和 的 . 
关于 流量 的 定理 ”如果 w(x) 是 Q 内 的 调和 函数 ,weE С" (О), 那么 


ди 
2.95 = 0, 
an 


ЖФ и 20 的 外 法 方向 向 量 . 


习题 
51 求 R? 中 所 有 这 样 的 调和 函数 иг, у), 它 使 得 
3 


Uy(2,Yy) = 3zy2 — 23. 


5.2 + Е" 中 求 所 有 属于 Lo(R") 的 调和 函数 . 
5.3 在 R? 中 求 所 有 使 得 


из (т, у) < иу(х, у), Ү(=, у) = R? 


的 调和 函数 u(z,y) 
5.4 设 Q={(z,y) Е В?|0 <:<1,0<у< 1, и Е С?(Я), 


Ди=0 Ж9 Е, и о= ч, ,=0 Ч 0<2<18. 
1 
函数 уа) := /ete,g) 在 开 区 间 (0,1) 内 部 是 否 有 拐点 ? 
0 
5.5 设 и(х) 是 В"(0) 内 的 调和 函数 且 在 Bn(0) 上 连续 , u(0) = 0. БОК 


fu 与 / и(т)ах 


B+ 
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之 间 的 联系 , 其 中 B+ = {zx є В”(0)|и(2) > 0}, В- = {zeB2(0)|w(z) < 0}. 
5.6 Жид В2(0) 上 的 调和 函数 . 求 
27 


bp upo(1, 6) 48. 
0 


5.7 их) Е С?(В?2(0)) пС(В?(0)); 
Au(z) = 0, =:= (21,22) Е В?(0); 
и(х) = 12, тє 52(0), 12 20; 
и(т) = 12, хє 52(0), т2 < 0. 
Ж / и(х)ах. 


В? 200) 
5.8 设 Ди(х) = 1, тЕ В2(0)\ В2(0). 那么 


950.0) 与 | 天 wods 
51 (0) 53 (0) 
哪 一 个 大 些 ? 
5.9 设 0 с0,; uk є С?(О,) п С(9,); 
Аи (2) = 0, ТЕОк; ик(т) = р (2), хє 209, (к= 1,2); 
fi(z!) < Р(2?), Үг! Е 20, Үл? є 29; 


19 є Q1 是 任意 一 点 . ш (20) 5 и2(20) 哪 一 个 大 些 ? 
5.10 设 wec?(B?(0)) NC(B?(0)); 


изт + Uzizz 十 Wzaza = 1, 2 :一 (21,22) Е В?(0). 


и(т) 在 В2(0) 内 部 是 否 有 
a) 最 大 值 ; 
b) 最 小 值 ? 
5.11 Я чЕС?(9)пС(Я); сє С(9); 


Ди(т) + а(т)и(т) =0, =2єЄ 9; М = шахи(х); т = шахи(т). 
о да 


如 果 
а) а(х) = 0; 
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Ь) а(2) > 0; 
с) g(x) < 0, М > 0; 
а) (2) < 0, М <0, 
是 否 可 能 М > т? 
5.12 9 = {(1, у) ЕВ?|1 < 12 +292 < 2}; ие С?(9); 
Ди(т,у) = 0, (zy) є 9; 
и(2,у) ==+у, 22 +20? = 2; 
ди(т,у) + (1 — х)и(х, у) =0, 22 十 2y2 = 1. 
ди 
求 шах lu(z, y)|. 
5.13 О. := R3NB3(0); wk є С?(Я») пС(@,.); 


Аи (2) = 0, ЕО» (к= 1,2); и1(т) < и2(т), Ve eo 


由 此 是 否 可 以 得 出 wui(z) < и2(2), Ут ЕО? 
5.14 设 uecC?(0)nNol(N); 
Au(7)=0, ЕО; 240) 
ПЕВА: у(х) 在 20 上 不 少 于 两 点 变 为 零 . 
5.15 М В. := {z= (zizz,za) Є B3(0)|zs > 0}, ЖЖ wu(z) Е В, 上 定义 且 
连续 , 当 zs = 0 时 函数 等 于 零 , u(z) 在 B 内 是 调和 函数 . u(z) 是 否 可 以 延 拓 为 在 
B3(0) 内 处 处 为 调和 的 函数 ? 
5.16 а) ОСА; Qo = RT; ue С(0.) NCCT) NLo(Qo); 


=4(т), хє 29. 


Au(z) = 0, т= (21,22) Е Ох. 
证 明 іш 存在 . 
b) 在 Q = В2(0) В е 
/ и(сов0, віп 6)49 = 0 
的 情形 下 求 这 个 极限 . | 
5.17 Я 


© := {х = (21,12, 13) Е ВЗ |22 +12 < 1, [13| <1}; L:= [ооа 


1 
|zs| < 让 


函数 v(z) 在 ОГ 内 是 调和 、 有 界 的 . 证 明 函 数 w(z) 可 以 延 拓 为 在 Q 内 处 处 调和 
的 函数 . 
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5.18 ”对 于 方程 
92 9? 
922 * бу?’ 


在 平面 上 有 界 区 域 8 中 , 如 同 拉 普 拉 斯 方程 那样 形式 的 极 值 原理 是 否 成 立 ? 
5.19 # и(х) 是 ЕЗ 中 的 调和 函数 并 且 


Ја (2) _ 
(1+ 15) 3 < 
ТЕ R3 中 w(z) 恒 等 于 常数 正确 吗 ? 
5.20 在 球 B3(0) 内 是 否 存在 这 样 的 正 的 调和 函数 使 得 


и(0,0,0) =1, и (90,5) = 10? 
5.21 РЖ и(х) 在 球 B3(0) 内 给 定 , 它 满足 方程 
Ди = Аи (А <0 为 常数 ) 


且 在 半径 为 5 的 球 В3(0) 内 u(z) = 0, 其 中 0 < 6 < 1, 6 为 常数 . 证 明 在 B3(0) 内 
и = 0). 

5.22 设 K={(rw)l0<r<10<w<5} 是 圆心 角 为 30° 的 扇形 , u(r, p) 是 
К 内 的 调和 函数 , 它 属于 СКК). 证 明 : 


lw wp)| < Сто, 其 中 C > 0 为 常数 . 


5.23 ”构造 一 个 在 球 B3(0) 内 有 界 的 调和 函数 u(z), 使 得 |Уи| 在 B3(0) 中 无 
界 的 例子 . 
5.24 РЖ v(z)j,z Е ЕЗ, 满足 方程 


Ди = и(2) Ф ЕЗ Ф 


Ди-+и.+и=0, А = 


及 有 估计 
lu(z)| < С, х= є. 


证 明 在 ЕЗ фи = 0. 
5.25 设 и(х,у) 是 (z,y) 平面 上 、 在 半 带 形 I = (0,1) x 及 + 中 拉 普 拉 斯 方程 的 
Ж, 其 中 了 + = (у> 0}, ие С?(П) пС(П), 满足 边界 条 件 


и] о jt и] 1 = 0, у> 0 
ЖН ҷ у 一 +оо 时 и(х, у) 一 0 对 с 一 致 地 成 立 . 证 明 
lu(z,y)| < Се, 其 中 C > 0 为 常数 . 


52 ”基本 边 值 问题 的 古典 提 法 . 43. 


5.26 М и(т,у) 是 在 半 平 面 已 = {у> 0} 中 的 调和 函数 , ve С(Р), 
|м(2,у)| < М, zeR, yeR+: Ни _=0, Vr€Rz, 


其 中 M 是 某 个 常数 . 证 明 在 Р Ф и = 0. 


5.2 ”基本 边 值 问题 的 古典 提 法 
格林 公式 
ШЖ w,v € C2(Q) ПСК), 那么 


Голик = | 5а — | vuvoar, 
о О 


99 
ди Ov 
Гед — иДо)ах = ] GS Е в, 45, (5.1) 
О до 


其 中 7 是 区 域 边界 до 的 外 法 向 单位 向 量 . 
犹 利 克 雷 内 问题 
设 Осек" 是 有 界 区 域 , 99 是 C2 类 曲面 . 
ЖЖ wu(z) є C2(Q) пС(®) 使 得 
Au = f(2), ЕЯ, 
| 由。ean = 92(z) 


称 为 古典 狄 利克 雷 问题 , 其 中 f(z) Е С(0), р(х) є С(д0) 是 已 知 函数 . 
狄 利克 雷 内 问题 的 解 是 存在 并 且 唯 一 的 . 


Я (Меитапп) 内 问题 
ЖЖ u(z) є C2(Q) n C1(O) 使 得 
Г х Є9, 


(5.2) 


ди (е) (5.3) 
oa 一 一 т 
ди 2є99 


称 为 在 有 界 区 域 9 中 的 古典 诺 伊 曼 问题 , 其 中 f(z) Є С(О), р(х) є С(20) 是 已 知 函 
数 , т 是 20 的 外 法 向 量 . 
诺 伊 曼 问题 (5.3) 的 可 解 性 条 件 是 关于 f(z) 与 (ш) 的 等 式 : 


[19а = | диаг = [ 5545 = [vas 
а n де до 
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(这 个 等 式 可 由 格林 公式 (5.1) 当 о(х) = 1 时 推出 ). 问题 (5.3) 的 解 不 是 唯一 的 , 而 
是 在 准确 到 任意 一 个 附加 常数 为 确定 的 : 如 果 ш (х) 与 wz(z) 是 (5.3) 的 解 , 那么 
wii(z) — и2(2) = С (С 为 常数 ). 

狄 利克 雷 外 问题 


设 QcR" 是 具有 С? 类 边界 00 的 有 界 区 域 , Q。 = В" О. 
求 满足 方程 、 边 界 条 件 


Ами = f(z), ЕЯ, Чега, = ф(х) 


及 在 无 穷 远 处 条 件 
и(х) 一 0， 当 |lz| 一 co (n> 3), 
(5.4) 
lu(z)| < С, || оо (n=2), 
的 函数 и(х) Е С?(Я) п С(@») 的 问题 称 为 在 无 界 区 域 Q。。 中 的 古典 狄 利克 雷 外 
问题 , 其 中 f(z) Є С(0..) п 1.(0,.), р(х) є С(20..) 是 已 知 函数 , С 是 某 个 常数 . 
犹 利克 雷 外 问题 的 解 存 在 并 且 唯 一 . 


诺 伊 曼 外 问题 
求 满足 方程 、 边 界 条 件 


Ди = f(7),， 7 € Nw, = ф(х) 


Ov zEon。 
及 在 无 穷 远 处 条 件 (5.4) 的 函数 u(z) Е C?(Qw) ПС" (Я) 称 为 在 无 界 区 域 D。 中 
的 古典 诺 伊 曼 外 问题 , 这 里 f(z) Е C(Qw) п Li(Qw),w(z) є C(80) 是 已 知 函 数 , 7 
是 90。 的 外 法 线 向 量 . 

当 п > 3 时 存在 诺 伊 曼 外 问题 的 唯一 解 . 

4 n = 2 时 , 诺 伊 曼 外 问题 仅 当 补充 条 件 


/ он / plz)ds 
成 立时 是 可 解 的 ; 这 个 问题 的 解 在 准确 到 任意 一 个 附加 常数 是 非 唯一 确定 的 . 
平面 上 的 边 值 问题 
对 于 圆 内 或 环 内 的 拉 普 拉 斯 方程 Au = 0, 如 果 变 到 极 坐标 : 


Фи 1ди 102v 


Au(p, 9) = Эр 十 Ре РД 2 902 


= 0, 
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并 应 用 分 离 变量 法 , 可 以 得 到 其 边 值 问题 的 解 . 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 具有 如 下 形式 : 


B 
u(p,0) = А+ врз У (4 во Э 


п=1 


+ 过 (с + =") sin пд. 


这 样 的 函数 и(р,0) 在 所 考虑 的 区 域 应 当 是 有 界 的 , 那么 
一 一 对 于 环 内 (Е, < p < Ро) 的 问题 , 所 有 的 系数 可 能 是 非 零 的 ， 
一 一 对 于 圆 内 (о < В) 的 问题 , Bo = В, = р, =0(п=1,2,...), 
一 一 对 于 圆 外 (p > Е) 的 问题 , Bo = А, =С,=0(п=1,2,...). 
其 余 系 数 由 边界 条 件 确定 . 例如 , 对 于 狄 利克 雷 内 问题 


Ди=0, p<R; ul,_r=f(0), 
把 函数 f(9) 按 基 {1, совтб, эт пб; п = 1,2,...} 展开 为 传 里 时 级 数 , 我 们 得 到 


27 2п 27 
е | sr(0a, Me = fre с05 пдай, С, = сеа 
0 0 


位 势 


考虑 区 域 9, 其 边界 满足 如 下 的 李 雅 普 诺 夫 (Ляпнов) 条 件 ( 即 是 所 谓 的 李 雅 普 
诺 夫 曲面 ): 

1) 在 边界 的 每 一 点 处 存在 确定 的 法 线 ( 切 平面 ). 

2) 存在 这 样 的 数 а > 0, 使 得 在 边界 上 任何 一 点 P 处 , 对 于 边界 位 于 半径 为 а, 
РАМЕ Р 的 球 内 的 部 分 , 平行 于 P 点 法 线 的 诸 直线 与 该 部 分 相交 不 多 于 一 次 . 

3) 在 点 4 与 点 В 的 法 线 所 构成 的 角 满足 如 下 条 件 : 


ПА, ПВ < СА 一 BI” 


其 中 |4 - В| ёй А 到 В 的 距离 , 0 < y < 1, С 为 常数 . 
前 面 在 1.1 节 开 始 处 定义 了 函数 Е, (х) 中 拉 普 拉 斯 算 子 的 基本 解 . 借 
助 这 些 函 数 可 定义 不 同类 型 的 势 . 


牛顿 势 


ui(z) = ] Е. (Куда. 
7 


这 样 的 势 还 称 为 空间 势 (n > 3) 或 (对 数 ) 平面 势 (n = 2). 
单 层 势 
ua(z) = ў Е. (= — 0)0(0)45,. 
on 
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双 层 势 
из(т) = м. 2:2 Вы ТТ 


关于 三 势 的 定理 @ 任何 属于 C2(Q) п СКО) 类 的 函数 wu(z) 可 表示 为 如 下 
的 和 : 
и(х) = и1(т) + и2(т) + из(т), 


其 中 f(y) = Ащу), а) = 2%, е mly) = —uly) 
关于 单 层 势 的 定理 ЖЕ Е" 内 连续 . 
关于 双 层 势 间断 的 定理 ”存在 这 样 的 函数 u3 ЕС() 及 и Е С(В"\ 9), 使 得 
1) u3 = из 在 内 ,wud = из Е В"\О И, 
一 十 
2) 3+3 щоб, 
2 
3) ў – и; = т & 20 上. 
对 于 单 层 势 的 法 向 导数 , 类 似 的 断言 也 成 立 . 
关于 单 层 势 法 向 导数 间断 的 定理 


ди2(то) _ Яо) _ 


V 29, 


其 中 
oOu2z(zo) _ ЕУ и2 (то 十 tvzo) 一 и2(то) 
ды. и" = t Ў 


1 дих (то) 22) / OEn (то — у) 
二 dS,. 
2 ( дих р Ovzo ды, 9) 45, 


此 外 ， 


5.2.1 格林 函数 
形 如 

С(т;у) = En(T —у) +9(т,у) 
的 函数 称 为 区 域 © 内 第 一 边 值 问 题 ( 狄 利克 雷 问题 ) 的 格林 (Green) 函数 , 其 中 
ТЕЗ, уЕЙ, 而 9g(z,y) 对 每 一 个 固定 的 ге О 是 如 下 边 值 问题 的 解 : 

| А,д(=, у) =0, уе 9, 

9(т, У) ево = аак п(2 = у). 

译 者 注 


中 原文 为 “Теорема о трех потенциалах”. 
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定理 ”格林 函数 具有 如 下 性 质 : 
。 С(2;у) = С(ут) 一 一 互 易 原理 ; 
® G(z;y) < 对 所 有 的 工 EQ,ye 由 成 立 一 一 非 正 性 . 


狄 利克 雷 内 问题 (5.2) 的 解 由 公式 


OG(z;y) 
и(т) = | С(т;у)(у)ау+ | 一 一 op(y)d5y 
| д 
确定 . 


习题 


5.27 写 出 在 Br(0) 内 给 出 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问 题解 的 公式 , 并 证 明 由 这 
个 公式 所 确定 的 函数 在 Sm(0) 上 连续 . 
5.28 是否 存在 这 样 的 函数 G(z; z9), 当 以 条 件 
OG(z; 20) 


p=0, № тє 20 


代替 条 件 
G(z;7°) =0， 当 zeon， 
其 定义 不 同 于 对 区 域 Q с R3 内 狄 利克 雷 问 题 的 格林 函数 的 定义 ? 
5.29 对 于 哪些 а, А B2(0) 内 存在 具有 边界 条 件 
и = а с084 0 + а? соз? 0 
др |, 


的 拉 普 拉 斯 方程 诺 伊 曼 问题 的 解 и(р,0)? 
5.30 对 哪些 о 与 В, 在 圆 环 8200)“ В2(0) 内 存在 具有 边界 条 件 
ди ы ди г 
др р=1 Е :- = +) p=2 ? 


的 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 解 ? 在 所 有 当 解 存在 的 情况 下 求 出 这 个 解 . 
5.31 在 В2(0)\ {0} 中 是 否 存 在 满足 条 件 


的 调和 函数 и(т, у)? 
5.32 求 下 述 问题 的 解 w(z,y) : 


Ou 
Au=0, р> 1; Эр 


= 1(2у – 1); inf v(z,y) = 0. 
2200-1); іи) 
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5.33 а) 如 下 问题 的 解 是 否 唯一 ? 


иє С?(9), 其 中 9 = В3(0)\ В (0); 
Ли(х) =0, хє п; 
SD алив) = (9). 25100); 
ди(т) 
др 
ак > 0 (Е = 1,2) ЖЖЖ. 
b) 对 ak <0 (6 = 1,2) 为 常数 考虑 同样 的 问题 . 
5.34 求 所 有 这 样 一 些 a > 0, 使 得 在 半 平 面 Ri x В 内 的 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 
雷 问题 满足 不 等 式 


+aou(z) = (т), те 52(0); 


(2,0) < МА +=+ |) 


的 解 и(х, у) 是 唯一 的 , 其 中 M > 0 为 常数 . 
5.35 求 所 有 这 样 一 些 a > 0, 使 得 在 区 域 


т 
[в еви < 5} 
内 的 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问题 满足 不 等 式 
lu(z,g < М(1+ =? + у2)* 


的 解 u(z,y) 唯一 , 其 中 M > 0 为 常数 . 

5.36 求 展 布 在 闭 区 间 = = 0,0 < y < 2 上 密度 等 于 1 的 单 层 对 数 势 u(z,y) 在 
Оу 的 负 半 轴 上 诸 点 处 的 值 

5.37 Ж„ | @-мще- 0+ (0 02045. 


со 
#2+12=1 


5.38  В= В?(0). 是 否 存在 具有 性 质 


Ди; =0 ЕВИ, а -ш= 32 Ф 9В Е (= 1,2) 
的 两 个 不 同 的 函数 w(z,y) Є С2(В)? 
5.39 а) & К = {1< || <2} Я 82 中 的 “环形 ”区 域 . 如 下 的 边 值 问题 


Ди=0 ЖКИ, 5а т = $1(11,22), и „о = ф2(21,22) 
的 解 ve С?(К)ПСКК) 是 否 唯 一 ? 其 中 pl 与 pa 分 别 是 在 圆 {lz| = 1} 5 {|| = 2} 
上 的 任意 连续 函数 . 
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b) 如 果 фл = соѕ0, фо = sin9 (0 是 平面 上 的 极 角 ), 求 a) 小 题 中 所 提问 题 的 解 . 
5.40 а) 证 明 , К П = {(z,y)|0 <= < 1, -oo < у < +оо} 内 的 狄 利克 雷 
问题 
Ди=0 ЖПИ, и =фа(У), Щщ, = 2z(J 
的 解 不 唯一 , 其 中 фл, pa Е С(Е!). 
b) 上 述 问 题 加 上 补充 条 件 


u(z,y) —0, 24 |y| 一 оо В, 
其 解 是 否 唯一 ? 
5.41 设 Q 是 具有 С 类 边界 00 的 有 界 区 域 . 边 值 问题 


ди 
Ди-и=1 在 Q 内 ， вы 
的 解 ие С?(90) пСО) 在 О 内 是 否 可 能 是 严格 正 的 (п 是 00 的 外 法 线 方向 向 
量 )? 
5.42 Ё К = В?(0), и(х, у) 是 问题 


Ди = х?у, | =0 


的 解 . 求 u(0,0). 
5.43 ”对 每 一 个 a є 及 1L, 问题 


Au=1 在 K={(r,w)|1 <г<?2} И, 


=. = sin y, (5 十 ом) =зш?ф, ие С?(К)ПСКК) 
r=1 


Әп 


т=2 


是 否 至 少 有 一 个 解 ? (п 是 圆 环 K 的 外 法 线 方向 向 量 .) 
5.44 对 哪些 a е В!, 边 值 问题 


Ди+2и=:-а 在 2 内 ，vlao=0，Q=(0r)x(0m) 


至 少 有 一 个 解 ? 
5.45 О 是 平面 上 的 有 界 区 域 , w(z) є С2(0), 


Ли=0 在 0 内， 
ф(х) 是 20 上 的 连续 函数 且 除 去 唯一 的 点 z* є 20 外 对 所 有 zo є д0 


Jim ulz) = p(z0). 
ze 


. 50: жож 椭圆 型 方程 


我 们 称 这 样 的 函数 为 “除去 一 个 边界 点 z* 之 外 的 狄 利克 雷 问 题 Ди = 0,v|ao = 2(z) 
的 解 ”. 这 样 的 狄 利克 雷 问题 的 解 是 否 唯一 ? 
5.46 设 QcR 是 单位 球 的 外 部 . 狄 利克 雷 外 问题 


АДи(т) =0, |5 > 1, и] |1 =0 
的 解 u(z) є C2(Q) пС(О) 在 补充 条 件 : 当 |z| 一 +оо 时 
а) ] (е) = О(1), b) / (е) = о(1) 
|&—2|<1 1&—2|<1 


下 是 否 唯 一 ? 
5.47 a) 在 B2(0) 内 求 具 有 边界 条 件 


= Ў КТР! ѕіп(к40) 
k=1 
的 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问题 的 解 u(p,9), 其 中 р 与 а 是 给 定 的 自然 数 . 
b) 对 哪些 р 与 g, 这 个 解 属于 空间 五 1(BZ(0))? 
53 广义 解 


狄 利克 雷 问题 
考虑 在 区 域 Q 内 古典 提 法 的 狄 利克 雷 问 题 
| =, ЖОИ, 
(5.5) 
и=ф, 在 90 Е. 


9 ГЕ Zaz(Q),p € Н!(0). 
对 函数 и Е H1(Q), 如 果 对 任意 ve H1(0) Ми-фЕНЦЯ) 


1 wuvou= = | лаг, 
О О 


称 为 边 值 问题 (5.5) 的 广义 解 . 
如 下 的 极 小 化 问题 


inf вы / лы 
wEH1(N), ш-фЕЙ* (Я) 
О 
А9 / fwdz 一 四 "те 
а 


或 者 


5.3 广义 解 .51: 
称 为 问题 (5.5) 的 变 分 提 法 . 
诺 伊 曼 问题 
考虑 在 区 域 9 内 古典 提 法 的 诺 伊 曼 问 题 


在 Q 内 ， 


(5.6) 
ia ак. 
ди 


设 f € L2(0), 4 Е [2(99). 
ХР ие НКО), 如 果 对 于 任意 v є НКО) 


Јута = [ woas — || о 
О an 9 


函数 и 称 为 诺 伊 曼 问题 (5.6) 的 广义 解 . 
如 下 的 极 小 化 问题 


„еШ |та +2 | fwdr —2 ] а) 
о 99 
称 为 问题 (5.6) 的 变 分 提 法 . 
第 三 边 值 问题 ( 傅 里 叶 问 题 ) 
考虑 在 区 域 内 古典 提 法 的 第 三 边 值 问题 


Ди = /, 在 QQ 内， 
(5.7) 


ди 


有 十 ou 一 人， 在 90 Е. 


ВЕ f 12(),С Е [2(99). 
对 于 函数 ve H1(Q), 如 果 对 任意 ve НКО) 


/ Vuvoaz ta | was= /oas- || о, 
е an е 


on 


函数 и 称 为 第 三 边 值 问题 (5.7) 的 广义 解 . 
如 下 的 极 小 化 问题 


inf ПЕСИЯ 
шєн!(0) 
о до an 9 
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称 为 问题 (5.7) 的 变 分 提 法 . 

极 小 化 

对 于 泛 函 Е, 如 果 当 大 一 оо 时 下 (wk) 一 my mm = inf F(v), 称 序列 {ик} 0 Е 
极 小 化 序列 . 

我 们 注意 到 , 庄 伊 曼 问题 在 准确 到 附加 常数 具有 唯一 解 . 为 了 问题 的 唯一 可 解 
性 , 通常 假设 对 于 解 有 按 区 域 的 零 平 均 . 在 这 样 的 假定 下 , 问题 变 成 唯一 可 解 的 , 在 
这 种 情况 下 可 以 应 用 所 研究 的 古典 提 法 、 广 义 解 提 法 或 变 分 提 法 的 一 般 模式 . 

如 果 序 列 {ик} 是 极 小 化 序列 , 那么 存在 这 样 的 и є H1(Q), 使 得 当天 一 оо 时 
ик эи В Е(и) = 

里 茨 (Ritz) 方法 

考虑 狄 利克 雷 问题 的 变 分 提 法 . ВЕ F(w) = / [уш|2ах + 2 / fwdz. 考虑 线性 无 
关 组 фл, . ы ..,Фу»- РЕЯ 它 的 有 限 线 性 包 在 н'(9) 中 稠密 

如 果 oj 是 线性 方程 组 


|| i од ] а ТИНФТОРЯ } TH Vi = — ] фаз, 
О О о О 


а / vo vide + аз / УМ. оњ / WA | fo 
о о 9) о 
的 解 , 那么 (ик) 是 极 小 化 序列 , 其 中 ws = Ў ауф, k= 1,2,…. 
j=1 


习题 
5.48 и є С(В?(0)); и(т, у) > 0,22 + у? = 1; 在 В2(0) 内 存在 索 伯 列 夫 意义 
下 的 广义 导数 WUWzzy Чуу, 同时 
иа. иу < 0 在 B2(0) 内 几乎 处 处 成 立 . 


证 明 , и(т, у) > 0, У(т,у) Е В?(0). 
5.49  иє С(В?(0)); 在 В? (0) 内 存在 索 伯 列 夫 意 义 下 的 广义 导数 wzz, цу, 
同时 在 В2(0) 内 几乎 处 处 有 


изт + Uyy = (0 


证 明 : |u(z, 9)| < дех lul, У(х, у)  В1(0). 
1 


зг ХМ . 53. 


5.50 а) 叙述 对 于 方程 


Au=h 在 9 内 
带 有 边界 条 件 
u=f ЖЕ 
的 狄 利克 雷 问题 广义 解 的 定义 . 
b) 在 


Мх) =0, f(z)=|zl, 0 = В" (0), n>3 


的 情形 求 这 个 问题 的 广义 解 . 

с) Ча = ВО)“ {0} 时 考虑 同样 的 问题 . 

5.51 И В = В1(0),6 = {se mtla = 0,12 = 0, тз =0,0 < 24 < 5) вв 中 
的 线段 , О = ВХ“. 求 狄 利克 雷 问 题 


] (Уи, Vo)dz =0, Vu € FB1(Q),u (2) є 10), 
ф(х) є C0(B) 及 ф(х) =1 当 z el 


的 广义 解 u(z). 
5.52 在 集合 {ше H!(B?(0))|w — {Е Н"(В}(0))} 上 求 


| га и) ах, 
в} (0) 


其 中 f(z1,z2) = 22. 
5.53 ШЖ 0 = {z= (21, 22)|1 < |z| < 2}, 计算 


та |: (vol — 2w)dz. 
wllsl Nem (a) 


5.54 如果 О = B2(0), 计算 


(|Vwl? + 2(zz — x2)w)dz. 
也 一 ней 
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习题 1.5 ЖИ 
Си(т, у) = игг(т, у) — иуи(т, у) 

щу < 0 时 变 为 零 的 基本 解 . 
# 首先 作 变 量变 换 ( дене т 


“Wa 


(在 广义 函数 中 ) 解 方程 
| CBE у) = Ezz 一 Eyy == 6(т, у). 
那么 以 下 述 方式 逐一 重新 计算 诸 导数 : 
д 178. а ‚ЕЕ: 8 нь 
Саас 7 с, 
在 正 交 变 换 下 , 6 函数 仍 为 6 函数 , 方程 在 新 的 坐标 下 具有 如 下 形式 : 


了 к. 
Bow (zu) = 36(2,w) = 36(2) .6(w). 


先 将 w 固定 , 对 变量 z 积分 , 然后 再 固定 z, 对 变量 w 积分 , 得 到 
250и) = 2062) + Сл) ёш), 


т Те 2062) +С1)(Ө(ш) + ©). 
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现在 需要 在 所 有 求 得 的 基本 解 中 选取 那个 (或 那些 ) 当 у < 0 时 变 为 零 的 . 我 们 
发 现 , 广义 函数 E(z,w) 是 正则 的 , ЛЕТИ, Ш ТУ 象限 中 (对 于 坐标 (z,w) 而 言 
的 ) 分 别 等 于 (С + 1)(Ca +1) 2, (Gi 十 1)C2A2,C1(Cz 十 1)/A2 及 СС 的 分 块 
常数 . 半 平 面 y < 0 穿 过 这 四 个 象限 中 的 三 个 (除去 第 II 象限). 按照 条 件 , 在 那里 
&(2, ш) = 0, 即 


(С. + 1)(С> но 1)/2 = С1(С> + 1)/2 = С1 65/2 = 0 — С = 0, С = -1. 


于 是 所 求解 是 唯一 的 并 且 具 有 如 下 形状 : 


(2, жуз 5Ө(:)(Ө(и) = үа -20(2)Ө(-ш). 


变 回 原先 的 坐标 系 , 有 


Е(т,у) = -359 (252) © (= = !) = -ie – у)Ө(-= – }). 


两 个 © 函数 的 乘积 , 除 在 集合 
T=y>0, -2-у> 0 <= у<=2<-у < |а| <у 
之 外 处 处 为 零 , 在 上 述 集合 内 等 于 1. 于 是 答案 可 记 为 
(2,3) = -38(y - [2]. 


习题 1.12 ”对 哪些 a, РАЖ и(т, у) = |In(z? +2) |° 属于 空间 五 1(Q), 如 果 
а) 0 = В? (0); 


b) 9 = B32(0)\ BY,/,(0)? 


解 а) РЖ и = |In(z? 二 2)|” = |2, 其 中 = Vzz 十 好 , 在 区 域 Q = 
В},›(0) 中 仅 在 坐标 原点 具有 奇 性 . 这 个 函数 对 任意 a 属于 空间 Ls(Q), 因为 


1 
2 


д |1(22 + y)| dzrdy = 2" | |21 т|22тат < +оо, 
о 0 


这 是 由 于 当 7 一 +0 时 | шт -+ 0. 
其 次 有 : 


C 一 1 
Ум = аш 19, [Уш = абар. 
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如 果 如 下 积分 收敛 , 那么 函数 ve Н"(Я): 


1 

в а—1\2 
[чав = экс? | (1820) тат 
n 0 


р 2(а—1) 
= от? | а, ( 作 变 量变 换 s = – т) 
0 


+оо 
= экс? | 206-048 


1а 2 


上 述 积分 当 2(a - 1) < 即 a < 3 ВЫХ, (严格 地 说 , a = 0 的 情形 , 即 当 С = 0 
时 , 要 单独 考虑 .) 

b) 在 区 域 = B3(0)NB22(0) 中 , ХИ и = |2Inr|* 及 其 导数 , 它们 的 奇 性 仅 
可 能 在 集合 + = Е, 在 这 些 地 方 对 数 变 为 零 

因为 当 7 一 1 时, шг = (1 + (7 – 1)) -г-1, 那么 积分 


2 
тс? + у?) |2“ ахау = 2 | [2 шт?“ таг 
е 2 


收敛 当 且 仅 当 
fr — 129 таг < +оо, 


即 当 w > -3 时 . 在 这 种 情形 и є Lo(0). 
我 们 来 考察 , 当 


2 

2(a 一 1) 
учат = 2пС? ] mi < 十 co 
а $ 


成 立时 . 被 积 函 数 当 7 — 1 时 等 价 于 | 12-0, 所 以 积分 当 且 仅 当 


2(a 一 1) > 一 1， а> 5 
时 收敛 . (这 次 要 单独 考虑 a = 0, 这 个 不 等 式 不 成 立 的 情形 , 但 在 答案 中 应 加 入 这 一 
情形 .) 

答案 a) a<3;b)a>3 或 a=0. 


习题 1.15 ”对 哪些 о, В, 函数 f(z) = |z|* соѕ Bz 属于 空间 Н\"((—1,1))? 
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Ж ХЭН, А ((а, Б) 由 这 样 的 函数 f(z) 组 成 : f(z) є Н\((а,Б)), f(a) = 
f(b) = 0 (参看 习题 1.11)， 因 为 H1((a,b)) 中 函数 连续 , 那么 А (а, Б) 由 f(a) = 
f(b) =0 的、 在 (а,Ь) 上 连续 的 函数 组 成 , 对 这 样 一 些 函 数 , 其 ні 范 数 是 有 限 的 . 


1) 对 a > 0, f(z) 在 (0,1) 上 连续 . 
2) 由 在 В 上 使 得 f( 土 1) = 0 的 条 件 看 出 : 
п 
В = 5 + тк, Кє 2. 


3) 在 开 区 间 (1,1) 中 每 一 点 zo 的 邻 域 中 , 可 能 除去 zo = 0 的 情形 , f(z) 是 连 
续 可 微 的 , 所 以 它 的 НТ 范 数 在 每 一 个 这 样 的 点 的 邻 域 是 有 限 的 . 余下 要 研究 的 是 
То = 0 的 点 及 端点 . 


6 6 
因为 当 х 一 0 时 f(z) ~ |а|, 如 果 积 分 ] 52° 4х 与 ] |z|2a-2dz 收敛 , 那么 
0 0 
f(z) Е Н\((-6,6)), 6 > 0,6 < 1, 因此 当 a > 3 成 立 . 


НАХ, 当 z 一 1 一 0 时 , 函数 f(z) ~ cos Вх. 作 代 换 2 = 1 一 z. 那么 当 z 1-_0 
时 (= 一 0 十 0), 考虑 到 所 求 得 的 8 值 , 有 : 


jf(z) = соз(—В= + В) = соѕ В соз В + ѕіп Ва зт В 
= (—1)* зщ [(5 # тк) z] ~ Ciz, Сь=(-1 (5 + тк) 
6 6 


于 是 ， 如 果 f(z) є 五 1((0,5))， 即 积分 сё | гаг 及 с [аг Ш, 则 у(х) є 


нЧ(1 8,1), 820,8 之 它们 的 收敛 性 对 所 有 的 尺 什 成立 
总 括 起 来 , 得 出 : 当 


а> 5, =501+28), keZ 
时 f(z) e H1((-1,1)). 
习题 1.19 0 = B3(0). 如 下 断言 是 否 成 立 : 存在 常数 C > 0, 使 得 
[м(0)| < С|| щі: со, Yu(z) є С°°(0)? 


解 ”断言 不 正确 . 设 u(z) 是 Cge(Q) 中 的 任意 函数 , 它 在 坐标 原点 不 等 于 0, 在 
О 之 外 有 零 延 拓 . РЖ, и є С°(В3), 当 |z| > 1 时 w(z) = 0, и(0) 50. 


考虑 函数 序列 un(z) = ulnz). 我 人 有 un(z) © С° (0), 当 |z| > 上 时 wn(z) = 
0, un(0) = (0), Уи, (х) = nVu(nz). 由 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 对 函数 wun(z) Е C>(@) 
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оса = Ј (6002 + 1 (2) 
[0] 
< (С(9) +1) / уи (2) 2а 
о 


= (С(9) +1)? ] |Уи(пз) ах. 
15| <1/п 
作 变 量变 换 у = nz,dz = dy/n (因为 空间 维 数 等 于 3): 


С(9) +1 С(Ө) +1 
т 


24у < 
Е [Уш(у)Рау < 


lyl<1 
于 是 , 构造 了 这 样 一 个 函数 序列 {ип}, и, Є Cee(G), 对 它们 来 说 , 在 零点 的 值 是 不 等 
零 的 常数 , 同时 , 当 一 оо 时 ип | н: (о) 一 0. 因此, 对 任何 常数 C > 0, 我 们 不 能 断 
т, 对 所 有 的 函数 и є с°(9) 成 立 lu(0)| < С“ но). 


ЗМ 2.8 а) 依据 于 实 参 数 a, 确定 如 下 方程 的 类 型 : 


„оу < м (<) 


ига — Заигу — За? иуу + аш, + и. = 0. (2.2) 


b) 化 方程 (2.2) 为 标准 形式 . 
с) 求 这 个 方程 的 通 解 . 


解 a) р = 402. 当 a 关 0 时 是 双 曲 型 方程 , 当 a = 0 时 是 抛物 型 方程 . 

b) 如 果 а 3 0. 特征 : & = у + Зат, п = у – ах. 标准 形式 : 16a?wen — 4аце = 0. 

如 果 a = 0, 那么 и. + и, = 0. 

с) ШЖ a 3 0. 标准 形式 : 16a?wen 一 4aue = 0. 对 & 取 积 分 . 我 们 有 4an + и = 
С(п). ЖЖ п 取 积分 且 对 є, п 的 表达 式 作 代 换 . 得 到 


и(т, у) = Е(у + 3ar)e че" + С(у- ат). 


如 果 а = 0, 那么 
и(т,у) = Е(у) +С(уе ™. 


习题 2.10 МО = {(т,у) ЕЕ?|? + (у – 21)? < 12}, 函数 we С?(9) 在 区 域 9 
内 满足 方程 
signy 
2 
а) 在 1>0 的 情形 是 否 可 能 и C3(Q)? 回答 说 明理 由 . 
b) 在 1<0 的 情形 讨论 同样 的 问题 . 


2uzz 十 uyy = 0. 
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解 а) 当 1>0 时 , 以 1 为 半径 、 圆 心 在 (0,21) 的 圆 О 位 于 半 平 面 > 0, 在 上 
半 平 面 , 方程 是 椭圆 型 的 , 作 变量 变换 (z,w) = (zAV2,yv2), 把 方程 变 为 拉 普 拉 斯 
方程 uss 十 ww = 0. 于 是 函数 u(z,w) 是 调和 函数 , 因此 无 论 是 作为 变量 (2, ш) 的 也 
数 , 还 是 作为 (z,y) 的 函数 , и 都 是 无 穷 次 可 微 的 . 答案 : 不 可 能 . 

b) 如 果 1 < 0, АМ © 位 于 半 平 面 y < 0, 在 这 个 半 平 面 , 方程 是 双 曲 型 的 , 它 
是 弦 振 动 方程 


Шуу = duzz. 


比如 ш(у, хт) = f(y – 22) 或 и(у, х) = Ј(у + 22) 可 能 是 解 we C?(Q)NC3(0) 的 
例子 , 这 里 一 元 函数 /(5) 在 点 上 = 21 的 邻 域 内 是 C? 类 而 不 是 C3 类 的 ， 比 如 说 
1(Е) = | – 213. 


习题 2.11 ”在 平面 (t,x) e R? 上 考虑 方程 


ut — из = 0, (2.4) 
2ив — (а + 1)2ш, + 20и. = 0. (2.5) 


а) 求 方程 (2.4) 的 特征 . 

b) 对 哪些 а, 方程 (2.4) 的 任何 无 穷 次 可 微 的 解 u(t,z) 也 是 方程 (2.5) 的 解 ? 

对 于 b) 小 题 中 求 出 的 参数 a 的 每 一 个 值 : 

с) 求 方程 (2.5) 的 特征 . 

а) 指出 方程 (2.5) 的 某 个 解 u(t, г), 但 它 不 是 方程 (2.4) 的 解 , 或 者 证 明 这 样 的 
解 不 存在 . 

е) 对 有 界 解 讨论 与 d) 同样 的 问题 . 


Ж а) 求 方程 (2.4) 的 特征 : 
dz+dt=0<=>z+t=C (С 为 常数 ). 


方程 (2.4) 的 通 解 具有 形状 w(t, х) = f(z + 0), 其 中 f(&) 是 任意 一 个 光滑 的 一 元 函 
数 . 
b) 将 方程 (2.4) 的 通 解 代入 方程 (2.5): Utt = Ш = Uzz = Га = $), 


2-(а+1)?+2а} "(2+8 = 0. 
方程 (2.5) 应 对 于 任意 无 穷 次 可 微 函 数 f(z +8) 成 立 , 因此 ， 


2- (а+ 1)? + 20 = 0 <> а = +1. 
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1. a == 1 的 情形 
c) 当 а = 1, 方程 (2.5) 的 形状 为 Utt 一 2х + Uzz = 0. 其 特征 是 直线 


ат? + 2drdt + а? = 0 < = =-—1=51т+1= С, СЖЖЖ. 
а) 方程 (2.5) 具有 一 族 特征 ,因此 这 个 方程 是 抛物 型 的 ， 应 用 变量 变换 & = 
2,97 = Ф, 方程 可 以 化 为 标准 形状 


тт 一 0. (2.5') 


РАЖ иЄ, т) = /(Е)+19(&) 是 方程 (2.5') 的 通 解 , 于是, 函数 иб, г) = f(z+t)+tg(z+t) 
是 方程 (2.5) 的 通 解 . 例如 , 函数 u(t,z) = t(z 0) 是 方程 (2.5) 的 解 , 但 它 不 是 方程 
(2.4) 的 解 . 

е) 124 9(2+1) =0, В (2+0) Ж, 函数 w(t,z) = jz 二 四 +tg(z+t 是 有 界 
的 . 因此 , 方程 (2.5) 的 任何 有 界 解 是 方程 (2.4) 的 解 . 

2. а=-1 的 情形 

с) Ча=-1, 方程 (2.5) 具有 形状 wu – wzz = 0. 它 的 特征 是 直线 


4? — а? = 0 += С, C 为 常数 . 


а) 方程 (2.5) 有 两 族 特征 , 因此 这 个 方程 是 双 曲 型 的 . 应 用 变量 变换 上 = z+t,n = 
Zz 一 t, 方程 化 为 标准 形状 
uen = 0. (2.5") 


и(6, 1) = 1(6) + 9(п) 是 方程 (2.5”) 的 通 解 , 于 是 u(t,z) = (2+0 +9(=-9 是 方程 
(2.5) 的 通 解 . 函数 v(z) = 一 t 是 方程 (2.5) 的 解 , 但 不 是 方程 (2.4) 的 解 . 
е) РАЖ и(т, 1) = sin(z 一 t) 是 方程 (2.5) 有 界 解 然 而 不 是 方程 (2.4) 的 解 的 例子 . 


习题 2.24 ”考虑 在 R2 ， 的 带 形 П = КІ x [0, уо] 中 的 柯 西 问题 
Ди+и=0, ЖЕП, иєС?(П) пС:(П), 
що — ф(х), uy|,_o = ф(х), 


| Д ф(х), (з) 是 Ri 上 的 有 界 连续 函数 . 这 个 问题 在 空间 偶 ие Е, Ф = (ру) є 
Е 内 是 否 适 定 ? 其 中 


Eo = С(П), ще, = пар 2)|, 


Е! = С(В,) х C(Rz)， |®|, = suplp(z)| + зир|4(2) 
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解 ”我 们 来 证 明 , 问题 是 不 适 定 的 . 为 此 , 构造 一 个 与 阿达 马 (Hadamard) 的 例 
子 类 似 的 例子 . 求 出 方程 的 一 个 形 如 w(z,y) = X(ziY(y) 的 特 解 , 其 中 函数 Y(y) 当 
у> 0 时 应 当 是 无 界 的 . 将 и(т, y) 代入 方程 : 


Х"(=)У (у) + X(z)Y"(y) + X(z)Y(y) = 0， 
ое М 
У хо) 


МИХ У(у) 可 得 方程 Y“(y) – AY(y) = 0, М 和 > 0 时 , 它 有 无 界 解 : Y(y) = е\№. 
这 时 函数 (2) = Азт( УЛ + Іх) + В соз(УЛ + 12) 是 方程 X%(z) + (А+ 1)Х (2) =0 
的 解 . 取 入 = n?,n e №, 考虑 函数 序列 

ип (т, у) = - е" зт(\ п? + 12). 


п2 


1 三 2А. 


函数 wn(z,y) 是 问题 
Ди; + un = 0, z € Rl,y (0, уо), 
ип (5,0) = wpn(z) = > sin(Vm2 + 12), 
а, 0) = №. (х) = =sin(V п? + 15) 
的 解 ， 当 п 一 co 时 , 初始 函数 序列 依 空间 C(R1) 范 数 趋 于 零 : шах |pn(2)| 一 


0, тах wn(z)| 一 0, 但 解 序列 un(z,y) 不 趋 于 零 ， 由 适 定性 的 定义 , 解 对 初始 资料 
的 连续 依赖 性 条 件 受到 破坏 , 因此 , 该 问题 是 不 适 定 的 . 


习题 3.4 ЖЕНИ о, у є C2(R) 的 例子 : 它们 使 得 柯 西 问题 
Uzz + би, — 6uyy = 0 Ws = ф(х), uy|, es = ф(х) 


а) 有 解 . 这 解 是 否 唯 一 ? 
b) 无 解 . 


解 ” 求 方程 


Uzz 十 Suzy 一 би, = (0) 
的 特征 . 我 们 有 
(dy) — 5dydz — 6(4=)? =0, у+х= С, у-6:= 0, 


写 出 方程 的 通 解 
и(т, у) = (у+=) + 9(у- 6т), 


"62. 第 6 章 个 别 习 题 的 解答 


其 中 f(€),g(m) є C?(R) 是 任意 一 元 函数 . 将 通 解 代 人 给 定 在 特征 之 一 土 的 初始 条 件 


= f(77) + 9(0) = ф(х), РЕ 


му в» = / (72) +9'(0) = (х). 
方程 组 (6.1) 可 解 性 的 必要 条 件 具有 
р(х) = 74(2)+С (С 为 常数 ) 


的 形状 , 并 且 由 方程 (6.1) 仅 可 求 出 函数 f(&), 而 函数 9(п) 是 不 确定 的 . 
a) 使 得 柯 西 问题 有 解 的 初始 资料 的 例子 : 


ф(х) = 7z2， (х) = 2=. 
问题 的 解 不 唯一 : 
и(у, =) = =(2 +0)? +9(у- 62), 
其 中 9(п) є C?(R) 是 满足 条 件 g(0) = g'(0) = 0 的 任意 函数 . 
b) 使 得 柯 西 问题 无 解 的 初始 条 件 的 例子 : 
ф(х) = 12, 4(т) = 2z. 
在 这 种 情况 下 , 方程 组 (6.1) 矛盾 . 
习题 3.14 ЛЕ R3 x 及 + 中 求 问题 


ин = А.и, А8 = 0, ш|,_0 一 И 


的 解 w(z,tb,z = (21,22,13). 

解 ” 变 为 球面 坐标 . 因为 问题 的 初始 条 件 仅 与 |z| = г 有 关 , ЯБА, 由 于 唯一 性 ， 
解 仅 是 7 与 t 的 函数 . 

对 于 仅 与 半径 有 关 的 函数 , 在 空间 х Е В" 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 具有 如 下 形状 : 


因此 , 对 于 函数 и = w(7,t) 的 问题 可 改写 为 
Utt = Urr 十 Sur, 0 $0; | =0, що 一 77. 


把 方程 乘 以 r : 


тив = TUrr + 2ur, 
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作 代 换 v(r,t) = ти(т, 0). 那么 ut = тиш, vr = ти. + и, о = ти + 2и,. НЯ ш(0, #) 
有 界 , 那么 v(0,t) = 0. 我 们 得 到 对 于 函数 v(7,t) 的 问题 
=, КО, Ё> 0; СНА = 0), 9 | о = т, |, = 0. 


对 于 半 有 界 弦 , 将 初始 条 件 在 区 域 + < 0 作 奇 延 拓 后 应 用 达 朗 贝尔 方法 (参看 第 3.1 


r+t 
3 е 09-06-09), т> 

о(т, t) = ев? 
5 је = 10) 00-79) г<ь 


那么 А ң 
и(т,#) = г, = 187 (г + 6 – |. 0], т 30. 


为 求 (0,10), 或 者 可 以 作为 tim u(r,t) ЖОЙ, ТП ЕНЕ ДЗЮ: 


ый б 上 ras = 2, [ а Бе ДИР ЕР 
И 6 даті а аыр, 
[|= [|= 


答案 
абиба ЕС +0 |1], 290; що, =. 
习题 3.27 ”对 哪些 4 与 w 存在 Е, х, 中 边 值 问题 


це = и.г, Uo=coswt, |, у= Ае-*", wl,o=0 
的 解 we С?(В., хЕ, )? 求 出 这 个 解 . 
解 ” 弦 振 动 方程 的 通 解 具 有 如 下 形状 : 
и(х,#) = f(z —t) +g(z+t). 
当 x >t 时 , 解 由 达 朗 贝尔 公式 确定 : 
unt) = е0) ное) 2 (ee ен). 
当 z<t 时 有 


u(z,t) = (2-1 +9(5+8 = f(z—t)+ еен, 


: ва. жеш 个 别 习题 的 解答 


其 中 入 射 波 9(6) 与 z > t 时 一 样 , 而 反射 波 /6), 上 < 0, 可 由 边界 条 件 求 出 : 


2 


о = 1 (-0 + Se = coswt <> {(&) = coswé 一 Se ў 
于 是 当 z <t 时 
u(x,t) = (ен 一 ки) 十 cosw(z — Ё). 
如 果 函 数 wu(z,t) 在 角 特 征 г =t 上 有 二 阶 连续 导数 , 则 它 属于 C2( 民 + хВ,) Ж. 对 


于 这 个 当 E > 0 由 ЛО = he- /2 给 出 , 当 E<0 由 je) = -see + coswt 给 出 
的 函数 f(€) 在 零点 处 应 当 是 C2 类 的 , В 

ДН) = 7-0) = 2-1-2 А1, 

(+0) = Г(-0) (总 是 成 立 的 )， 


1" (+0) = {"(-0) = -1=1-w’ о = БУ, 


因为 

f(+0)=-ée |= 0, 

f'(-0) = (е-е 一 wsinwt) |0 = 0, 

рн) = (-e аре) |= 

(0) = (е-е и 222е-@ й coswé ) РР = 1-42. 

对 于 所 求 得 的 4 与 w, 我 们 得 到 问题 的 两 次 连续 可 微 解 : 
(ен Т бә) уф, Z 之 内 
u(t, х) = 

(еен Е вый /2 + соз(У2( —t)), 2z<t. 


3 3.33 М ит, 是 在 [0,1] х, 中 混合 问题 


utt = 4uzz， Ч, о= щу = 0, 
и о = 4303 тт, wl|,_o = 302(1 — 2) 
的 解 . 
а) Ж / (3) ;其 中 Р = ЕО t) + 4и2 (=, 6 ах. 
0 


b) 求 w(z,2). 
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解 


1 
а) (0) = / [at tt 0 + Ви (с, fonen (2, ас 
0 


1 
азаа, в /tule, t)uzz (2,6) + и. (т, utr (2, #))а2 
0 


2=1 
( 按 分 部 积分 ) 


8и. (2,1)и. (2,1) 


т=0 


1 1 
-8 /ve t)uz(zt)dzr +в Јаша, 1)ах = 0; 
0 0 


由 边界 条 件 代 入 等 于 零 : 


因为 (6) = 0, 那么 f(t) 恒 等 于 常数 , В. 
1 
1 ($) = о = Го) + 8, Oaz. 
0 
为 了 求 wz(z,0), 对 初始 条 件 w(z,0) = 4sin3 rz 关于 г 求 微 商 , 得 


1 
1 
1|-=) = | [(305(1 – х))? 二 4(12rsin2rzcosmrz)2]dz 
0)-] 
= 30 + 3672. 


b) 用 傅 里 叶 方法 求 问题 的 通 解 : 


со 
и(т,$) = УА, cos 27ті + В» sin 27ті] зшлпх. 


п=1 


那么 解 u(z,t) 关于 时 间 是 以 1 为 周期 的 , 并 且 


оо 
и(х,2) = к [Ал cos 4лт + В» sin 4rm] sin rmz 


n=1 


оо 
= » An sin rmz = и(х,0) = 4sin3 пх. 
п=1 


. 65 . 
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习题 3.39 
а) 求 出 所 有 这 样 的 大 > 0, ЭХ Б, 对 某 个 函数 р(х) Е С°°((0,т)), 在 [0, т] хк, 
中 存在 问题 


Utt = Эцхг, 中 -5 = (и, 一 ku)| =0, и| о = 0, о Г Ф(2) 


的 无 界 解 . 
b) Ж к = 1 指出 所 有 使 得 上 述 问题 的 解 u(z,t) 有 界 的 函数 (г) є C%((0, т)). 


М а) 分 离 变量 , 得 到 问题 的 解 的 级 数 形式 : 
иёт) = 2 T(t) Xs(z), 
ӯ=1 


其 中 函数 系 Xi(z) 20 是 斯 图 姆 - 刘 维尔 问题 
XI(z) = NXi(z), Xi(0)=0, Х/(т) -Xi(r)=0 (6.2) 


的 解 , 而 函数 Ti tt) 是 问题 
TY 区 = АУТ, D0) =0, Т;(0) = / р(х) Ху (2) / / X3?(z)dz (6.3) 
0 0 


的 解 . 

问题 (6.3) 的 诸 解 仅 在 Xi > 0 可 能 关于 t 是 增长 的 , 并 且 只 要 TY(0) 3 0, 它们 
必定 是 增长 的 . 于 是 , 必须 弄 明白 , 什么 时 候 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (6.2) 有 非 负 的 本 
征 值 Л,. 

А; = 0 时 , 准确 到 常数 因子 , 问题 (6.2) 的 非 零 解 X;(z) 具有 形状 X;(z) = = ( 作 
为 线性 函数 在 零 处 具有 零 值 ) 且 仅 在 点 п 这 个 函数 满足 边界 条 件 的 情况 下 , Вр 


过 
п 


时 存在 . 
ЧЕ Л; = 47? > 0, > 0 的 情形 , 由 于 条 件 X;(0) = 0, 这 个 解 具 有 Xi(z) = shwz 
的 形状 (还 是 准确 到 常数 因子 ), 这 个 解 在 关于 w 的 下 述 方程 有 解 的 情况 下 存在 ; 


wchwr – kshwr = 0 <— kthwr = 0, (6.4) 


同样 地 , 在 函数 f(w) = kthwr 在 点 О 处 的 导数 大 于 1, Вр кл > 1 时 解 存在 . 我 们 看 
出 , 由 于 函数 (о) 在 正 半 轴 是 严格 上 凸 的 , 方程 (6.4) 有 不 多 于 一 个 的 解 > 0. 
因此 , 当 大 > 1 时 , 所 求 问题 的 关于 时 间 无 界 的 解 存在 . 
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b) 如 果 к = 1, 那么 如 上 面 所 指出 的 , 斯 图 姆 - 刘 维尔 问题 (6.2) 刚好 有 一 个 正 
ЖАНН А > 0, 解 u(t,z) 有 界 当 上 且 仅 当 相应 的 本 征 函数 Xi(z) 不 出 现在 解 的 展开 
中 , Вр Тү(0) = 0. 这 表明 


п 


Г «бахаа = 0. 


0 
习题 4.9 ”函数 p(z) < CSe((0,1), 在 哪些 条 件 下 在 半 带 形 @8， 中 问题 
а) Ut = Uzz) чо = wal = 0, 7 — ф(х); 
9) Ut = Uzz) и. |0 = и. 1 = 0, т И = р(х) 


的 任意 解 w(z, 具有 当 t 一 +eo 时 w(z,t) 一 0 的 性 质 ? 
# а) 用 傅 里 叶 方 法 求 出 问题 的 解 
u(t, т) = х" пе" ("+1)"* sin т (= + 5) т, 


п=0 


其 中 wo 是 函数 р(х) 按 基 {fsinr @ ха 5) т, п=0,1,...} 展开 的 系数 . 因此 , 对 任 


意 函数 p(z) є CF((0,D)), u(t =) oe 0 
b) 对 第 二 类 边界 条 件 , 解 具有 形状 : 


оо 
u(t, т) = фо + Е pne—™ ™ сов(лтх), 


т=1 


其 中 yp, 是 函数 p(x) 按 基 {1; соз(ппх), п = 1,2,...} ЖЕНИ НКК. 因此， 
dim, ut х) = фо, 而 函数 yp(z) 在 条 件 


1 
4 б а 
0 
下 其 系数 wo = 0. 从 物理 学 的 观点 , 这 个 条 件 表 明 , 两 端 绝热 的 杆 的 极限 温度 等 于 初 
始 温度 的 平均 值 . 在 初始 温度 的 平均 值 等 于 零 的 情形 下 , 久而久之 杆 的 温度 趋 于 零 . 
习题 4.21 设 w(t,z) Ж 05, 中 问题 
Ш = Чех, и о 2 из к =0, чо 去 (=) 


的 解 , 其 中 w(0) = Ф (т) = 0. 
а) 证 明 : sup lu(l,z)| < sup |P(z)|. 
0<zr<” 0<5<т 


1 
Ь) зир lu(l,z)| < = зар |e(z)| 是 否 成 立 ? 
0<2<т 2 о<х<т 
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解 а) 我 们 把 函数 w(t, г) 通过 点 7 偶 延 拓 到 集合 z є (п, 2л), 即 当 z e (п, 2r) 
时 令 &(х,6) = и(Ь2т – т). 所 构造 的 函数 z(t,z) 是 边 值 问题 
й, = й, ze(0,2r)，t> 0， 
oo = 0.2.0, #0, 0 = $(2) 
的 解 , 其 中 函数 5(z) 是 函数 р(х) 在 [0,2x] 上 类 似 的 偶 延 拓 . 由 于 有 界 区 域内 热 传 


导 方 程 的 极 值 原理 , 解 001, т) Её = 0 按 模 取 最 大 值 (因为 立 在 边界 z=0 与 z= 2r 
上 等 于 零 ). 于 是 ， 


sup |u(lz)|= sup |(1,2)|< зар |$(т)| = sup |ф(т)|. 
О<2<т 0<:2<2т 0<:2<2т 0<Z<T 


b) 不 成 立 . 例子 : р(х) = sin(z/2); 相应 的 解 u(t,z) = е "4 зщ(т/2), 那么 


вир |м(1,=)| = е- 1/4, 
0<5<т 


е-\/4 > 1/2, Нже< 24. 
习题 4.33” 设 w(z,t) 是 及 x 及 + 中 柯 西 问题 


sup |p(z)|=1, 
0<=<т 


12 + ѕіп т 


ce 


的 解 . 求 ,im и(х, #). 

271 4.34 Ши(т, 0 是 及 x 及 + 中 柯 西 问题 

Ut = Uzz, |, = arccotz 

的 解 . 求 im, и(х, t). 

ЗИ 4.35 б и(х,1) 是 及 x 及 + 中 柯 西 问题 

ши, Vio = Ф(2) EC(R)NLo(R) 
的 有 界 解 . 如 果 ; 
за / ее = А, 
等 

求 Jim, и(0, #). 


№ 28 4.33 ~ 4.35 ЖЖ РЕЖ (стабилизация, 相当 于 英文 stabiliza- 
поп) 的 定理 : 
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В vw(z, 是 柯 西 问题 
м + В хВ, Ф, 
и, = 4$(2), ЕВ 


的 有 界 解 , р(х) є С(®) п Г(В). ЯВА: 


1. 如 果 
lim (0) = А, ш (г) = В, (6.5) 
那么 ， lim (т, #) = 448 
2 如 果 
„іш. 1 Гене А, (6.6) 


那么 im, u(z,t) = а, 

3. 如 果 ”(z) 是 周期 函数 , 那么 ，lim ибт, 0) = фо, 其 中 wo 是 函数 p(z) 展开 为 
傅 里 叶 级 数 的 零 阶 系数 , 即 函 数 w(z) 的 空间 平均 . 

证 明 

1. 将 о 表 为 其 偶 分 量 与 奇 分 量 和 的 形式 : 


ды В еса), и = еса). 
由 泊 松 公式 得 


щей = 1 |} ер (- 27) а 
«а Јон) (+450 
ЭСЕ 2) + -二 та је (2+ 2Vtn) ехр(-п?)4л 
- 5 / P+(2Vtn) ехр(—п?)а1 + 一 一 =] ф- (2У) ехр(—п?)ап 
+ 1 [р+(2 + 22) – p+(2Vin)] ехр(—2)ат 


Ну. [е-е 20) – е (278) ех?) 
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第 二 个 积分 等 于 零 , 这 是 因为 它 是 奇 函 数 对 于 对 称 区 间 所 取 的 积分 . 第 三 与 第 
四 个 积分 可 以 用 量 


Ех : = |рь(2 + 22У) 一 Pt+(2Vt 切 )| 


= (2и п 十 =“) — p+(2Vtn)| 


按 模 来 估计 . 如 果 函 数 f(z) 连续 , 那么 Дт) = f(kz) 也 是 连续 的 , 其 中 大头 0 为 一 

常数 , 即 当 Аз 一 0 时 f(z+ ља) = f(z). № ф+(т) 中 任意 一 个 为 f(z), Б 27 

Ў 6, ЖЖ 2 为 Лг. 于 是 , 当 7а В 24 1 оо В е 0.0 
余下 的 是 考虑 第 一 个 积分 , 它 可 以 改写 为 

А+В 


ехр(-п*)@1 + ——. 


=) Е с=с в КЫ 


由 于 (6.5) 式 , 当 t 一 оо 时 , 这 个 式 子 中 的 积分 趋 于 零 . 于 是 , 最 终 得 到 ,im u(z,t) = 
А+В 
一 一 

2. 记 F(z) = { ф(Е)аЕ. 条 件 (6.6) 表明 


0 


lim 
1 一 co 


Е() – Е(—1) _ * 


Е, (т) 5 Е (х) 为 函数 Р(х) 的 偶 分 量 与 奇 分 量 . 


外 这 里 的 论述 似 有 不 要 : 不 知 取 27 为 及 当 t 一 оо 时 , 如 何 把 2Vi 看 作 常 数 ? 其 实 当 в оо 
时 s+ 一 0 这 一 点 , 只 要 根据 yp(z) ЧЕ г 一 оо 时 的 渐 近 性 质 所 作假 设 , 可 把 z 限定 在 某 个 有 限 区 
间 之 内 (因为 当 t 一 +оо 时 在 limu(z,t) 中 z 是 参 变量 ), 再 应 用 柯 西 准则 即 可 得 出 . 大 致 叙 述 如 
Т: 因为 e+(X) 一 全 wx 一 оо), 对 任 给 e > 0 必 可 找到 一 个 正 数 М > 0, 使 得 当 х,, Хх. > М 
时 有 |+ (Х2) - p+(X)| < =. 实际 上 , 只 要 限定 恒 有 |z| < М, 那么 令 X2 = 上 > 2M (由 前 述 ， 
= 2+ 201,6 充分 大 也 就 是 t 充分 大 ), 再 令 Xi = -2+Е>2М-||>2М-М=Мм, 这 时 就 有 


[+ (#+2У8) — p+(2Vin)| < є. 


一 一 译 者 注 
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根据 泊 松 公式 
Еа Е Ё =. “+= Ф- Өе |- | 
“| 
= Та ed 


57 f rast exp |27) dé 


上 述 三 个 式 子 分 别 用 元 ,五 ,五 表示 , 并 且 作 变量 变换 у — 来 变换 这 些 式 子 . 


п= 
L= іп. im, 3 P(e + 2Vin) exp(- 12) 


= Ша БЕМ) — Е(-2УН) ехр(–/2) 


п=— 


+ ,lim [Ре +28) – РОН) ехр(-Р) 

-lm ЕР —2Vtl) — Е(-2УН)ехр(-1) 
пе 天 р )+, lim 277071 + ба) exp( 一 12) 
ве. 9 ут рН ЧР), 

01,62 є (0,1). (这 里 我 们 利用 了 拉 格 朗 日 定理 .) 如 果 忆 起 函数 р 是 有 界 函 数 , 那么 
便 得 出 : 对 于 每 个 固定 的 z, 工 = 0. 其 次 


=: = / F(2Vitn) У р пра 


7 站 F(z+ 20 一 сл. ЕРЕН а 


пехр(—п?) ат. 


1 Г F(z—2Vin)— F(-2Vin) 
ы / 2 
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在 第 一 个 积分 中 , 被 积 函 数 是 奇 函 数 , 所 以 它 等 于 零 . 如 下 两 个 积分 的 绝对 值 ， 
考虑 到 拉 格 朗 日 定理 , 可 以 估计 为 


1 ТГ Рё 2УВ) – F(t2Vin) 


= пехр(—12)ат 


со 
< а / а2ф(+2У + Өх)п охота 


2а) ехр(-12) |) _ 28 
рио ea okt 


9 є (0,1). 于 是 , 由 于 ф 的 有 界 性 , 在 每 一 个 固定 的 点 z, 积分 当 上 一 ноо 时 趋 于 零 . 
其 次 ， 


я] Plet+2Vm) ра 


= - = ] РОУ) а 
+575 / [F(z +2Vitn) – Е(2Ут)техр(-п?) ат 


1. / [F(—z — 2Vtn) – F(—2Vtn)]nexp(—n?)dn. 


如 前 面 所 指出 的 , 当 t 一 оо 时 后 两 个 积分 趋 于 零 , 而 第 一 个 积分 可 变 为 


= Е Е РС) Vi exp( -1p )an 
F(2Vtn) – F(—2Vin) 
-去 / (2-0) а 


= 2 а 
4 fs ехр(—п“) а. 


第 二 项 等 于 5, 这 是 因为 
VT 
2 


, 


| 1? ехр(—п?)4 = 
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而 第 一 项 可 按 绝对 值 估计 为 
F /FCQVM)— ЕСМ) _ а 
= ] ( ега л)» exp(—7 т 
F(2Vin) — Е(-2У®) _ 4 
2Ут 
但 是 , 由 于 条 件 (6.6*), 当 t 一 +оо 时 最 末 的 式 子 趋 于 零 . 合并 所 有 的 估计 , 我 们 得 
出 , 24 2 — +оо ВЇ, и(=х, ё) 一 го 
3. 以 21 表示 函数 (х) 的 周期 , 那么 
= iknr 
= РЭ 1 | 7 


由 于 yp(z) 的 连续 性 , 级 数 一 致 收敛 ,@ 可 以 对 其 逐 项 取 积分 . 
根据 泊 松 公式 , 可 把 柯 西 问题 的 解 表 为 : 


и(т, = 55 аак = PT | 


1 


1 
< 二 SUP 


ПЕК 


1 立 Г [и (6-2)? 
УЧ Уа] ехр Е ехр |. 1 С 


第 一 项 等 于 co. 我 们 来 证 明 , 当 t 一 оо 时 , 第 二 项 趋 于 零 . 实际 上 , 在 指数 函 
数 的 上 标 中 分 解 出 完全 平方 , 得 


ds 6 


а = (Gs +" 
ЕС. diknz _ == 
-2 / ее [о ~ 


@ 这 个 结论 不 对 . 在 古典 分 析 范 围 内 , p(z) 应 具有 一 定 的 光滑 性 , 其 傅 里 时 级 数 才 可 能 一 致 收 
敛 . 至 于 对 其 是 否 可 逐 项 积分 是 另 一 个 问题 , 应 进一步 讨论 . 一 一 译 者 注 


. 74. 第 6 章 个 别 习题 的 解答 


А 2 
= ехр Е 一 2 | 一 0,# -+ 二 oo.@ 


1 
于 是 , w(z, 一 co = 页 /re 
і 


中 此 处 原文 中 有 印刷 错误 , 译文 中 已 改 . 另外 , 应 该 指出 的 是 此 处 用 到 了 


РИ Е 0 


这 一 结果 , 它 是 高 斯 积分 5 / e-= dz = 1 当 z 为 复数 的 一 个 推广 . 现在 说 明 如 下 : 在 前 一 积分 


中 作 变 量变 换 c = € 2, 21 = ДФ ь= 一 是 常数 , 而 z 不 是 积分 变量 , 也 看 作 常 数 )， 
这 个 积分 可 写 为 


печи 。 


于 是 问题 变 成 证 明 (ж) 式 等 于 1. 再 引入 复 变量 z = (5 бт) 2, 并 考虑 复 平面 上 的 回路 积分 


ЖЕ = Li +12 + Ts + 1а 是 复 平 面 上 由 如 下 四 条 线段 所 组 成 的 矩形 回路 : L， 是 实 轴 上 从 
z 二 一 R+i0 = -В 9] z = +10 = RR 的 线段 ,Lz 是 平行 于 虚 轴 从 z= R= R+i0 到 z= R+ib(b > 0) 
的 线段 , Ls 是 平行 于 实 轴 从 g = + # z = В+ і 的 线段 , Ls 是 平行 于 虚 轴 从 > = -В+ь 
到 == -8 +10 的 线段 . 因为 exp(-z?) 在 这 个 矩形 回路 内 是 解析 的 , 由 柯 西 积分 定理 有 


exp( 一 z2)dz = 0. (жж) 
т 
Li+L2+L3a+La 


Т= 


引 - 


7: 
1 1 $ 
而 在 工 1 下 2 = с/у = Edz = de/2vt == dé, 于 是 34 = ут ехр(—#2)4є, 这 个 积分 当 
В — оо 时 等 于 1. 类 似 地 , 在 13 上 的 积分 是 


在 这 个 积分 中 令 RR оо 后 正 是 我 们 要 计算 的 积分 (*) 的 反 号 . 至 于 / 与 / ,其 被 积 函数 有 : 


L2 La 
|exp( 一 22)| = exp( 一 Rez?) < ехр(– А? + 52) 一 0 (4 А -+ оо), 所 以 当 忆 一 oo В, 这 两 个 积分 都 趋 
于 零 . 于 是 在 (**) 式 中 当 令 В — оо 时 得 出 


一 一 译 者 注 
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З 4.36 Ж „йт (т, у, 6), 其 中 w(z,y,t) 是 R? x в, 中 柯 西 问 题 


Ut = Uzz + Чуу, 由- = ф(т, у) 
在 如 下 初始 条 件 下 的 解 : 本 
а) (т, у) = ее Ь) ф(х, у) = sin2y, с) ф(т,у) = 280 А 
ж ”这 里 


(2 ѕіп у)? 
1+ 222 


ф(т,у) = = ф1(2)ф2(у), 


2 
т . 
Ф1(2) == 14 272， $2 (у) == віп? У, 


因此 ， 
dim и(=, У, 2) — Шш ш (=, 9) Шш и2(у, 5. 
但 是 
dim ui(z,t) = 5 (定理 1) 
而 


п 


Р 4 4 “> 
ш ии) = о; | sn?vay=3 (ЕЗ З). 


于 是 ,Jim wlz,y,) = 1. 
习题 5.3 ” 求 所 有 在 R? 中 , 使 得 
и.(,5) < шу(2,0), Уи) єв 
的 调和 函数 u(z,y). 


解 ” 如 果 w(z,y) 是 R? "ИРА, 那么 它 的 导数 同样 是 调和 函数 . 所 以 v = 
uz 一 uy 是 在 整个 平面 上 的 调和 函数 . 根据 刘 维 尔 定理 , 它 是 常数 . 于 是 и, 一 wy = С. 


用 标准 的 方法 解 这 个 线性 非 齐 次 一 阶 偏 微分 方程 . 特征 方程 为 
du 
这 个 方程 组 有 两 个 独立 的 首次 积分 
T+Yy=C01, и- Ст = О, 
即 解 具有 形状 и = Cz + yp(z + у), 其 中 фр 是 任意 调和 函数 . РЕ, 
0 = pzz 十 фи = 24". 


而 这 表明 ф(х + у) = К1(х + у) + Кә 8 и(т, у) = Miz + M2y + Мз. НУ и, < ш, 
所 以 М < М. 
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习题 5.4 МО={(т, у) ЕВ?|0<г<1,0<у< 1}, иЕС?(9), 


Ди=0 09 Ф, цо = Ч, = 0 4 0<5<1. 


函数 f(z) := ] и (г, у)ду 在 开 区 间 (0,1) 内 部 是 否 有 拐点 ? 


0 
1 
М ”函数 w?(z,y) eC2(9), 所 以 / u2(z,g)dy 可 对 г 求 两 次 导数 , 那么 利用 函 
ЖС и 的 调和 性 质 , 有 


1 1 
(2) = 2 / + uuzz)dy = 2 / — ии) ду. 
0 0 


对 第 二 个 等 号 右边 的 第 二 项 应 用 分 部 积分 并 考虑 到 边 值 条 件 得 
1 
Г(®)= 2 [е2 +u2)dy >0, хє (0,1. 
0 


这 表示 没有 拐点 . 
习题 5.7 设 w(z) є C?(B?(0)) п С(В?(0)); 


Ди(х) =0, т:= (21,22) Е B2(0); 
и(т) = 22, тЕ 52(0), 22 > 0; 


и(х) =12, ТЕ 52(0), 12<0. 


求 и(т)ах. 
В? (0) 
解 ”根据 当 ”= 2 时 调和 函数 关于 曲面 的 平均 的 定理 有 
м0) = u(6)de， 
5% (0) 


其 中 o 是 В" 中 单位 球面 的 面积 , со = 27. 把 u(z) 在 圆周 5200) 上 的 值 代入 ( 考 
虑 到 在 此 圆周 的 不 同 部 分 , 由 不 同 的 表达 式 给 出 ), 并 转 到 极 坐 标 系 , 得 


27 


и(0) = =. ЗЕ =7 
0 


п 


1 
яу 
п 
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男 一 方面 , 根据 空间 平均 的 定理 


于 是 ， ў и(х)ах = к 08 1. 


16 
вӯ,,(0) 


习题 5.8 М Ди(т) = 1,2 є В2(0)\ В?(0). 那么 


J (0)ds 与 | (0,0)ds 


52(0) 53 (0) 
哪 一 个 大 些 ? 
я ”注意 到 
ди _ 2 ди _ ди 2 
Е = 4 se 52(0), ще 4 зЕ 52(0), 


其 中 v 是 区 域 边界 的 外 法 线 , 应 用 高 斯 - 奥 斯 特 洛 格拉 茨 基 (Сацвв-Остроградский) 
公式 . 我 们 有 


37 = ] ldzay = Ff Audzday = ый 一 / 2-73 
др др 
В2(0)\ В?(0) В2(0)\ B2(0) 53 (0) 51 (0) 
лас ди д д 
(7 (7 
/ 3598 = 7 ty wm 
53(0) 52(0) 52(0) 


习题 5.11 иЄ С?(9) пС(0); дє С(9); 
Ди + 9(х)и(х) = 0, =є9; М = max uw(2); т = шах и(т). 


如 果 
а) а(х) = 0; 
Ь) а(2) > 0; 
с) а(т) < 0, М > 0; 
а) (2) < 0, М < 0, 
是 否 可 能 М > т? 


Ж а) 不 可 能 ( 极 值 原理 ); 
b) 可 能 , 例子 (在 n = 1 的 情形 ): 


и" +и= 0 М те (-5,5), 
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这 时 函数 и = cosz 是 方程 的 解 , 对 于 此 解 , 断言 成 立 ; 
с) 不 可 能 , 因为 如 果 在 内 点 zo€ Q 达到 最 大 值 (w(zo) = М), ЯА Ди < 0; 
а) 可 能 , 例子 (在 n= 1 的 情形 ): 


и" -и=0, ЩЕ (-1,1), 


这 时 函数 v= -chz 是 方程 的 解 , 对 此 解 , 断言 成 立 . 
З 5.12 ЖО={(т у ЕВ? < 12 +29? <2};иЕ С?(9); 


Ди(т, у) == 0, (z, у) Є 9; 
и(т, у) = 2+7, 2? + 2? = 2; 
ди(х, у) 


5 +01 з)и(в,у) = 0, 22 +2? = 1. 


求 шах lu(z, )|. 
解 ” 根 据 极 值 原理 ， шах lu(z, y)| 在 区 域 的 边界 上 达到 . 因此 , 必须 比较 解 在 边 
界 上 的 值 . 


我 们 来 证 明 , 在 边界 的 22 + 2y? = 1 这 一 段 成 立 恒等式 и = 0. 根据 霍 普 夫 一 
奥 列 尼克 引 理 , 在 边界 上 的 最 大 值 点 cnax Є О (最 小 值 点 tmin Є 09) Эр (Smax) > 


0 (Зе) < о) . 考虑 到 
(1-2) 20, 34 22 +202 = 1, 


可 断定 , 在 这 一 段 边界 的 最 大 值 点 函数 值 应 是 非 正 ， 而 在 最 小 值 点 函数 值 应 是 非 负 
的 . 这 表明 函数 应 当 是 为 零 的 常数 . 
现在 求解 在 边界 的 另 一 部 分 上 的 最 大 值 , Вр 


ш т а 
Р: 7 ЗА + у) 


容易 看 出 , 最 大 值 在 第 一 象限 达到 . 这 表明 , 应 当 对 于 正 的 y 求 函数 f(y) = V2 - 22+ 


у 的 最 大 值 . 这 个 最 大 值 在 y = 十 达到 , 且 最 大 值 等 于 V3. 


习题 5.30 “对 哪些 a 与 в, ХЕ В2(0)\.В1(0) 内 存在 具有 边界 条 件 
= 8 


ди (5 ) 
= — + аи 
p=1 др р=2 


др 
的 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 解 ? 在 所 有 当 解 存在 的 情况 下 求 出 这 个 解 . 
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解 ” 在 环 内 拉 普 拉 斯 方程 解 的 一 般 形 状 为 : 


оо 
и(р,6) = Ао + Вопр + У (Аьр + Врт“) соѕк0 
&=1 


оо 
+ У (CA + Рьр-*) віп КВ. 
К=1 


В оо 
Эх (р 9) = г — У (k4kpk-1 — ЕВьр` 1) cos КО 
B=1 


оо 
+ У `(ЕСьр*-* — КБьр-*-1) sin Кб. 
К=1 


那么 根据 边界 条 件 


Во + У (kAk 一 KBk) coskg 十 У (ЕСь – kDk) sin kg = 1, 
| k=1 


以 及 


Bo k—1 一 大 一 1 
ых КВь2-К-1) соз КӨ 


со 
+ 》`(ECk24-1 — 60,2781) віп КӨ 
е1 


оо 
+ «(А + Boln2+ 》 (4k2k 十 Bk2-k) созк 
К=1 


+ `(Сь2^ + Рь2-*) sin м) = 8. 
К=1 


由 此 可 直接 推出 


В 
7 Кад + аВош2 = 8, 
Ак =Вь=0, КЕМ. 


于 是 , 如 果 a = 0 ЖА В 5 且 解 具有 up,6) = Ао + р 的 形状 ( 即 准确 到 附 
加 常数 ). 


ШЖ a 0, 那么 Ао = — 2 – 2, 同时 8 是 任意 的 且 


а 


28-1 
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习题 5.33 а) 如 下 问题 的 解 是 否 唯 一 ? 


ие С?(), О = В3 (0) В (0); 
Au(z) =0, ze 9; 
ей -aau(z) = fi(z), z € 50); 
ди(х) 
др 
ак > 0 为 常数 (Е = 1,2). 
Ь) 对 ak <0 (к = 1,2) 为 常数 考虑 同样 的 问题 . 


解 ” 设 wi(z) 与 wz(z) 是 所 提问 题 的 两 个 解 , 考虑 其 差 v(z) = wa(z) — из(т), 它 
是 具有 齐 次 边界 条 件 的 与 上 述 问题 类 似 问题 的 解 . 


对 函数 v(z) 应 用 格林 第 一 公式 , 有 


0= [доа = 一 De gi / 2545 – | іча. 
n ы др а 


5}(0) 53(0) 


+ ози(т) = (т), тє 53(0); 


考虑 到 边界 条 件 , 有 
Ql ] 1215 十 az 0215 十 ] Уз? ах = 0. 


53(0) 53(0) О 
于 是 , 在 al > 0, а2 > 0 时 , 仅 当 о = 0 时 等 式 才能 成 立 . 
如 果 о < 0 及 as < 0, 那么 具有 齐 次 边界 条 件 的 问题 的 解 是 函数 v(z) = 
Во 
Ао + р 同时 


Во + о1(Ао + Во) = 0, 
(6.7) 
5 а (2+5) = 0. 
因此 ， 系数 Ql 与 Q2 应 满足 关系 式 
2 + ао + 2 = 0， (6.8) 


在 这 种 情况 下 , 所 求 问题 的 解 不 唯一 . 

容易 看 出 , 在 相反 的 情况 下 (如 果 关系 式 (6.8) 不 成 立 ) 方程 组 (6.7) 仅 有 一 个 零 
解 , 导致 ui 与 uz 重合 ( 即 解 的 唯一 性 ). 

习题 5.34 ” 求 所 有 这 样 一 些 a > 0, 使 得 在 半 平 面 R+ x В 中 的 拉 普 拉 斯 方程 
狄 利克 雷 问题 满足 不 等 式 


|м(х,у)| < Ма+=+ 9)" 
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的 解 и(х,у) 是 唯一 的 , 其 中 М > 0 为 常数 . 
解 ” 设 存在 两 个 解 wi 与 шо. 记 v(z,y) = ш(т,у) – uz(z,Vy). 容易 看 出 ,vw 满足 
齐 次 的 狄 利克 雷 问题 . 这 个 在 半 平 面 上 的 问题 的 通 解 具有 下 述 形状 : 


%(р,0) = ухо + Оьр“) sin К. 
k=1 


考虑 到 条 件 


[у < м | + [м2| < Ма (1 + рсоѕ6 + |оѕіп 0])* < М2(1 + р)", 


我 们 得 出 结论 , 解 具有 v(p,0) = Сър“ віп kb 的 形状 . 这 里 常数 К 等 于 a 的 整数 
ЕЕ 


部 分 . 
РЖ, Ч a > 1 时 , 存在 非 零 函数 о, 因此 , 所 求 问题 的 解 不 唯一 . 当 a < 1 В, 
仅 存 在 零 解 v, 所 以 所 求 问题 的 解 唯一 . 


习题 5.35 ” 求 所 有 这 样 一 些 a > 0, 使 得 在 区 域 


[в ЕВ? ||| < 5} 
内 的 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问 题 满 足 不 等 式 
lw(z,g) 和 MGL+z2 二 02)” 


的 解 唯一 , 其 中 M > 0 为 常数 . 


解 ” 变 到 极 坐标 系 . 考虑 狄 利克 雷 问 题 的 区 域 是 扇形 区 域 |b| < я. 不 等 式 可 改 
写成 
[м(г,0)| < М(1 + т2)°. (6.9) 
如 果 ш(т, 0) 是 这 个 狄 利克 雷 问题 的 另 一 个 解 , 那么 v(7,9) = ит, 0) — шт, 0) 是 在 这 
个 区 域内 满足 零 边 界 条 件 的 调和 函数 . 对 于 v(7,9) 来 说 , 不 等 式 (6.9) 仍然 成 立 (不 
过 , 可 能 常数 М 更 大 一 些 ), 因为 lu| = |u – w| < lu| + lwl. 于 是 , 我 们 应 当 寻 求 使 得 
о 恒 等 于 零 的 条 件 . 


函数 о 具有 如 下 一 般 形状 : 


о(ғ, 0) = У^ + Brr к) соѕ0 + У (Cer + Рьг-*) іп о. 
k=6 


ран вод (6.9) 这 个 函数 在 零点 有 界 , 那么 所 有 的 系数 В,, = ,与 Di,i= 


„ү. этизинапнияитияяид янт ави, 应 当 
[о(т, 0)| 在 无 穷 远 处 的 增长 严格 小 于 r3. 于 是 a <> 二 
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习题 5.45” 设 Q 是 平面 上 的 有 界 区 域 ,uw(z) є С2(0), 
Av =0， 在 内 ， 
ф(=) 是 20 上 的 连续 函数 且 除 去 唯一 的 点 z* є 20 外 对 所 有 zo є 20. 


lim w(x) = ф(то). 


т—т0 


我 们 称 这 样 的 函数 为 “除去 一 个 边界 点 z* 之 外 的 狄 利克 雷 问 题 Ди = 0,4|so = $ (2) 
的 解 ”. 这 样 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 是 否 唯一 ? 


解 ” 考虑 区 域 
Q={o<r<10<p< 了 cmR2， 


其 中 (r, yp) 是 平面 上 的 极 坐标 系 , 边界 点 z* = 0 є 20. 考虑 狄 利克 雷 问题 


Ди=0, тЕФО, (2) | „сво 220 一 0. 


本 问题 的 解 是 不 唯一 的 : wi(r, p) = 0,uz(r, д) = G 本 2) ва ор. 
С 
Au(z) = 0, [> и, =0 
的 解 u(z) e С?(9) mn C(OD) 在 补充 条 件 : 当 |z| 一 +оо 时 
a) | мерж=о@), ы | вова =о0) 


[&—2|<1 [Е—=|<1 
下 是 否 唯一 ? 
解 ” 如 所 知 , R? 中 狄 利克 雷 外 问题 的 解 在 补充 条 件 当 |z| — оо 时 ulz) — 0 
之 下 是 唯一 的 . 根据 对 于 调和 函数 按 中 心 在 点 z、 半 径 为 1 的 球 的 平均 值 定理 ， 


2 
МӘ = а 人 ve 
| 一 z|<1 
1 1 
< зн / «: 人 OP =- 了 | мове 
| 一 z|<1 [&—=|<1 [Е—2|<1 


条 件 а) 等 价 于 条 件 : 当 |z| 一 +оо 时 , |u(z)| = О(1), 这 个 条 件 对 于 R3 中 解 的 唯一 
性 是 不 充分 的 . 例子 : wa(z) = 0, из (2) =1- |2|-1, 4 || > 1 8 |и2(2)| < 1, 


Ди2(т) = 0, |z| > 1， и2| „1 = ‘0, 


шо ( Ра < ] = 47 00), М | — +оо в. 


|Е—2|<1 |Е—т|<1 
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由 条 件 b) 推出 , 当 |z| 一 +оо 时 и(2) 一 0, 这 表明 , 这 个 问题 的 解 是 唯一 的 . 
习题 5.47 а) 在 В?(0) 内 求 具有 边界 条 件 
= > КР 1 ѕіп(к40) 

k=1 


的 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问题 的 解 u(p,9), 其 中 р 与 а 是 给 定 的 自然 数 . 
b) 对 哪些 р 与 а, 这 个 解 属于 空间 Н!(82(0))? 


ЖЕ а) 圆 内 狄 利克 雷 问题 解 的 一 般 形 状 为 


и 


оо оо 
и(р,0) = Ао + У Апр" соѕп + У Cnpnsinnb. 


п=1 n=1 


由 边界 条 件 推 出 , А, = 0,n = 0,1,… ,同时 n=k 及 Cn = КР". 
于 是 解 为 
и(р, 0) -过 大 -2 一 1pk” іп К40. 


b) 容易 计算 出 解 ( 当 ру 0) 的 梯度 的 平方 : 


ди ди а 
у КО 25 У 一 2p 十 2g 一 2 269 一 2 
[Уи(р, 9) (51). 1 (=) 2.“ р 


ШЖ w € Н!(В2(0)), 那么 ] [Уи[?ах < оо. 选择 5, 使 得 有 0 < 5 < 1, 那么 


В?(0) 


大 一 2р+24—2 


8 > 5 
了 №142 2k?— аан ак й 
о о 1 k=1 


0 


一 和 Э К-2р+а-220* _, ге К-2р+4—2 щот. 
k=1 k=1 
如 果 -2p 十 gq 一 2 < 一 1 时 , В < 1+ 2р 时 , 级 数 收敛 . 同样 可 以 验证 , РАЖ и 的 
古典 梯度 在 球 B?(0) 内 是 广义 的 梯度 , 并 且 在 所 得 到 的 条 件 下 函数 и 本身 属 于 空间 
Г2(В1(0)). 


й 
8 


第 1 章 


1.1 0(1,1) 站 9(—1,-1) = б(1,—1) = 6(—1,1)- 1.2 а=-1. 

1.4 09(т)(1-е?)+С, + С2е-*. 1.5 —@(у- |2])/2. 

1.7 不 正确 .1.8 а) 可 能 ; b) 可 能 ; с) 不 可 能 . 

1.9 不 能 , Я: и = sin(1/|z|)， 1.10 Ь) 不 是 , 例子 : и = Vz 一 72. 


1.12 а) «< 5; Ба> 5, а =0. 1.13 а < 5. 


1.14 a) 如 果 п> 7, a 任意 ; 如果 n=6,a < -3 b) 如 果 n>7,a>5 或 a=0. 
1.15 а> 5,0= 0:8 = (26 – 1)л/2, КЕ 2. 

1.16 8 = (2К-1)т,К п> 3, а ЕЖ, па < 5; п 1,00. 
1.18 成立， 1.19 ЖА. 1.20 0. 


第 2 章 


2.1 不 存在 . 

2.2 ”对 双 曲 型 与 椭圆 型 正确 ; 对 抛物 型 不 正确 . 

2.3 仅 对 wit = ча. 有 非常 数 解 , 例子 : и = z2 +В. 

2.4 2ру-3х. 2.5 а) у = 2е&(2-1)); Ъ) у = 0. 

2.6 а) з= С, г +у= С; Ь) и = еуј(х) + 9(=2 + у). 

2.7 а) 双 曲 型 ; b) z 2у = С, у = О; с) и = ту + /(т – 2у) + 9(0). 
2.8 а) Ҷо 2 0 时 为 双 曲 型 , 当 а = 0 时 为 抛物 型 . 


b) що 关 0 时 标准 形式 为 16a2ue) — да = 0, 当 а =0 时 为 wzz + и = 0. 
с) Чао 时 通 解 为 w(z,y) = Е(у+ Зал) екр (та =) +си- ат); 4 а =0 
时 为 u(z,y) = Е(у) + С(у)е- 
2.9 а) о> —4аЕ 2;b) а=0; а = –4; с) 不 可 能 ; а) 可 能 . 
2.11 ах+Ё=С;Ь) а = +1; с) Ча=1 ЊУ += С; Ча = —1 РЯ += С. 
d) 例子 : 4 а= 1 и = К +0; Ча = -1 №и=г-ве) 例子 : Ча=-18} 
и = віп(х — #); Ч а = 1 时 解 不 存在 . 
2.12 xz—-y+ttV2=0. 
2.13 当 aw=0 时 z=C; 当 az0 时 实 特征 不 存在 . 
2.14 и=е° (= -ут-—2)+е "9(т-у,т-2). 
2.15 а) & =т-+у,1 = 22 — у; ие + ёш +и=0; 


2z 一 2 
b) и = е(2+0)(0—22) | f(z + у) + { посен) н 


2.16 08 +38? 20. 2.17 ЕРИ ПРЕ" 
2.18 不 适 定 . 2.19 ЈАЖЕ. 2.20 适 定 . 2.21 不 适 定 . 
2.22 а) 可 以 . 

b) 不 适 定 . 反例 : 


и = ит (т, $) = Веехр [ут іт2++ а) 
= ехр [ут тг} COS (= + тг) Я 
2.23 а> 0. 
2.24 不 适 定 . 例子 : и. (х,у) = ты sin(Vn?2 + 12). 
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3.1 不 存在 .3.2 |zi 土 x2| < у. 

3.3 ЙТ: (х) = 1,0(х) = =. 

3.4 а) ф(х) = 71?2,0(х) = 2z, 不 唯一 ; Ь) р(х) = 22, (2) = =. 
3.5 ЛИ. 3.6 3 < 0,0 任意 ; 8 = 0,а < = 学 


3.7 а=0,8 任意 ; 70,9 < -3. 
3.8 Беа < 0, ша 是 任意 的 ; Кеа = 0,Ima < 


2 
3.10 如 = №. -2] ф(т)ат. 


. 86. = 案 


3.11 2. 3.12 有 > 24 1: 

3.13 wu(z,y,t) = [е-@+° + е 2-9” + arctan(y + #) + arctan(y — t) + (cosz + 
віп у) ѕіп 8/2. 

314 ща = 5+ ЕВ, 121 30; (0,9 =. 


_ агсіап(ї1 + то + Z3 + tV3) — агсвап(т1 + 22 + тз 一 tV3) 


3.15 и 
2V3 
3.16 а) и(Ь т, у, 2) = sinzcos2t+ е?* ch 4t; 


b) изъ) = (уе ча +) + 1864, 


с) и(Ь 2,7,2) = 2082 —y+2+2VITt) ехр(82 фи+2+2У ПО + (В=-у+2- 
2V11t)exp(37 一 y 十 z 一 2VII]. 
3.17 3.18 а) 22 +22 > (t 十 1)2; b) 5 
3.19 а) 0<#< шщ{:1,12,1-11,2- 212}. 
3.20 0<# < 0.05, 0.9 + < |51 <1-50.9 << [| < min{l -t,t— 0.9}. 
3.21 а>т- >. 
3.22 а) n= 1,2; 对 n= 3 的 反例 参看 习题 3.20. 
3.23 不 可 能 . 
3.24 a)tE€(r—7z,27r+7r), О<т< ЫМ $Е ((п–х).,27- 1) О(п+=,27 + т), 2 < 


2 
3 
z< 可 ; teEl((z 一 2r)+,zZ 一 T)U(T 十 Z,2r 十 ZT)， >". 


3.25 ля 1,реС(В,), (0) = 0, №" (0) = 0; 


i[p(z + + plz —], #54, 
и(х, ё) = а 
і 入 十 1 


еее а) – 52—00), < 


ITD) 入 = 1,w(z) = К, КЖ 


u(z,t) = В #2 
ў К+/(-т), =<, 


其 中 f е С?(Е,), (0) = 7700) = 7" (0) = 0. 
3.26 0 (х) – 20(х) = С. 
3.27 А= 1,0 = +у?; 


ое +е-(2—09], т>, 
u(r,t) = 1 . 
д6 —e-(2-t)] + соз/2 (2-1), z < 


3.28 Ъ) 82 2,а(0) = 59/00) $ 


答 案 - 87. 


3.29 a = 0,B 与 上 任意 ; ах 0,8 > 2, <1; ЧЕ 一 1 时 解 唯一 , 当 k< 一 1 时 解 
不 唯一 . А 
3.30 а) 0<#1+=<2,0<1-=< -; 
с) и(т, 2) = Ф((#+ 2)/2) — Ф(3( — =)/2) + y(t - =). 
3.32 а= 8 = ү = 0; и(х, і) = sinz соѕё. 
3.33 а) 30 + 3672; Ь) 4sin3 лт. 
3.34 ЛЕВ. 3.35 1/105. 3.36 1/1260. 
3.37 w ¢ {+4, +6}. 3.38 о + Ел, кє М. 
3.39 а) к> 1,0) 参看 本 题解 答 
3.40 可能. 


第 4 章 


4.1 可 能 .4.2 没有 ，4.3 а) 不 可 能 ; b) 可 能 ; с) 不 可 能 . 
4.4 不 存在 .4.5 不 存在 ， 4.6 成立, 


4.8 0. 4.9 а) 对 任意 ф(х); b) /eu = 0. 
0 


п 
4.10 а<л?. 4.11 еб) = заг =0. 


0 
Зт 


4.12 а) w(z) 是 任意 的 ; b) ЖЕ = 1,2, ] 2(z) sin а =0; с) р(х) =0. 


0 
6 
4.13 1+—. 4.14 1112. 4.15 1. 4.16 а<3. 
4.17 32-2. 4.18 +оо. 


.19 =; 
4 а) [> 3; 


1 
b) Де sh(wz)dz = 0, 其 中 w > 0 是 方程 w = 3thw 的 解 . 


4.20 с) 例如 ， 任意 ф(х) є Cge((0,4)), 使 得 p(z) > max{0, sin(z — 0,1)}. 
4.21 b) 不 成 立 ，4.23 可 以 . 

4.25 ЖЕЎ. 4.26 a(1 一 z) 二 bz. 4.27 不 成 立 . 

4.29 < 去. 4.31 不 唯一 . 4.32 и(=,1) = С. 4.33 >. 
4.34 2. 4.35 5. 4.36 a) >; b) >, с) 2. 
4.37 а) ЖЪ) и(Ё х) = е-(2:+22+7з), 4.38 зя. 


4.39 А= 5, 4.40 成立. 


. 88 - 


4.43 ul(z,t) = е-У° сов (> Р ү) 
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5.1 и(т,у) = ту? 一 Z37 十 Ciz 十 C2， 5. 
二 O12 十 C2y 十 C3. ЖФ С < Сз. 5.4 没有 . 
其 和 等 于 零 . 5.6 0. 
т 2. 58 第 二 个 积分 . 5.9 и(20). 
a) 没有 ; b) 有 . 


5.3 и(т,у) 


5.5 
5.7 


5.23 


п 


2 и(т)=0 


а) 不 可 能 ; b) 可 能 ; с) 不 可 能 ; а) 可 能 . 5.12 уЗ. 
不 能 . 5.15 可 以 . 5.16 Ъ)0. 

不 成 立 . 例子 : @ = [0, ут] x [0, 27],u(z,y) = exp (-3) sin (5) sin (5) i 
ЯН, и= 0. 5.20 不 存在 . 


对 于 具有 间断 边界 函数 的 狄 利克 雷 问题 ,根据 公式 得 到 的 函数 


Ди =0,|z| < 1; wll = 


5.28 


5.30 


5.31 


5.33 
5.36 
5.37 
5.39 
5.40 
5.41 
5.45 
5.47 
5.50 
5.51 


0, Т > 0, 


1,21 < 0. 


_3.0| . 
ЖЕЛЕ. 5.29 ет 50} 


3 соб 


П 20, УВ; и = 
存在 . 5.32 w= 


а) 唯一 ; b) 不 唯一 . 
и(0, у) =2+(y—2)ln(2—y)—vyl 


—оо. 5.38 存在 . 


4 


+15; 


р 


5.34 а<!1. 


Па=0,В= и = Шр+ С. 
sin 20 
2р2 ` 


3 
5.35 а< 2. 


п(—у). 


а) 唯一 ; Ь) ш(т, Ө == 2, сов + (2 二 sin 0. 

а) 例子 : 对 任意 解 可 以 加 上 и(т,у) = Ба ехр(лу); b) 唯一 . 
ЖЕ. 5.42 -元 . 
不 唯一 . 5. 46 а) 不 唯一 ; b) 唯一 . 

а) u(p,0) = 二 КРТ" sin(k?0); 

Ь) u(z) =0; 9 и(т) = 


и(т) =0. 5.52 


7 


5.43 %&. 


0. 
5.53 27. 


т 
5.44 = 一 。 

“一 3 
b) а< 2р+1. 


5.54 一 79r/2520. 


u(z)， 例 如 


考试 样题 


2003 年 , 经 济 类 , 正常 考试 


主讲 人 : А. IO. ВЕЖЕ 
1. а) (1+1) 求 所 有 使 方程 
Uzz — 2изу + Виуу = 0 (1) 
Ss 化 为 弦 振 动 方程 Ин = 内 zz) 
一 一 化 为 热传导 方程 wt = и,, 
的 线性 代 换 可 实行 的 那些 в. 
b) (1+2) 对 方程 


ига — Зигу + Buyy + 2Ви. — В2ш = 0 


考虑 同样 的 问题 . 
с) (3) 设 有 界 函 数 u(x,y) є C?(R?) 对 某 些 86 > 5 满足 方程 (1). 这 时 是 否 可 
Виз ЖЖ? 说 明理 由 . 
d) (2) 对 8 < -5 讨论 同样 的 问题 . 
2. а) (1+1) 描述 所 有 使 得 柯 西 问题 


9utt = изз; и о = ф(т), Wil U(zZ) (2) 


的 解 u(t, =) 是 关于 t 的 周期 函数 的 那些 以 x 为 周期 的 函数 р(х) 与 (а). 
求 出 这 个 周期 . 


- 90. 考试 样题 


b) (2+1) 对 问题 
Qutt = Uzz + sint, nn = ф(х), и | о == (1) 


讨论 同样 的 问题 . 
с) (3) 在 与 少 是 以 7 为 周期 的 函数 并 且 没有 更 小 的 周期 时 , 柯 西 问题 (2) 的 
解 u(t,z) 关于 t 的 周期 是 否 可 能 小 于 2r? 
3. 设 ult,z) 是 半 带 形 (62) Е (0, +оо) х (0, т) 内 边 值 问题 


z=0 一 а = 0, wlio = ф(х) 


的 解 . 
а) (З) 证 明 sup lu(1,2)| < вир |е(2), 
b) (2) 对 于 任意 初始 条 件 оа) 

1 


sup [м(1,т)| < Ат 409] 
О<2<т 


是 否 成 立 ? 
с) (3) 求 初始 函数 为 p(z) = (т – х) (т + х) 时 , 所 提问 题 的 解 u(t, т). 
4. а) (1+1) 给 出 索 伯 列 夫 意 义 下 导数 的 定义 . 给 出 空间 И"(9) 的 定义 . 
b) (2) 给 出 属于 空间 0100), О с R?, 的 (在 古典 意义 下 ) 无 处 可 微 的 函数 的 例 
子 . 证 明 该 函数 属于 这 个 空间 . 说 明理 由 . 
с) (3) 考虑 单位 球 В, = {z є R3||z| < 1} 内 的 函数 f(z) = (lz|sin(wlzl). 对 
哪些 a 与 w 成 立 f(z) Е H1(B1)? 


评分 标准 : 当 满 分 为 32 分 时 , 19 分 以 上 为 “优秀 ”, 12 分 以 上 为 “良好 ”, 5 分 以 
ЕЯ “МР. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2000 年 , 力学 类 , 补考 


主讲 人 : А. Ю. ВЕЖЕ 
第 一 部 分 
1. а) (1) 根据 参数 ce 及 确定 方程 


а – 5 
4 


Uzz 一 бигу + QUyy + 2и 十 (3 一 a)uy + и = 0 (ж) 


的 类 型 . 


Ь) (1) 对 a = 5, 把 方程 (*) 化 为 标准 形式 . 
c) (1) 对 a = 9, 考虑 与 上 述 同样 的 问题 . 


考试 样题 “ 91. 


а) (1) 对 a = 5, 求 方程 (*) 的 通 解 . 
е) (1) 对 a = 9, 考虑 与 上 一 小 题 同样 的 问题 
2. а) (1) 在 有 界 区 域 Q с В? 内 给 出 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问 题 的 格林 函数 的 定 
Хх. 
b) (2) 假设 问题 
Ди(т) = f(z), rE€Q, сад = р(х) 
存在 古典 解 , 推导 出 以 格林 函数 给 出 这 个 解 的 公式 . 
с) (1) 写 出 在 球 中 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问题 解 的 泊 松 公式 . 
3. а) (1) 叙述 热传导 方程 柯 西 问题 的 提 法 . 
b) (2) 叙述 并 证 明 在 带 形 内 热传导 方程 的 极 值 原理 以 及 对 其 所 提 柯 西 问题 的 
唯一 性 定理 . 


第 二 部 分 
1. 求 作为 柯 西 问题 
ди Pu дш Ou 
| Ot Or ду? ' 927’ 
и = ет“ соз(2у — 2) 
的 解 的 函数 (т, у, 2,2). 
2. 求 对 于 哪些 a 与 b, 问题 
| Ди = т3(а + соз? 0), и = и(т, 6), т < 1, 


ди 


0 


= 00|, -п<0<т 
1 


有 解 . 

进行 考试 的 条 件 第 一 部 分 考试 用 1.5 小 时 . 为 达到 “及 格 ” 必须 且 只 需 得 到 满 
分 的 12 分 中 的 4 分 . 为 达到 “良好 ”与 “优秀 ”, 分 别 必须 不 少 于 8 分 及 10 分 , 这 样 
就 可 转 和 人 第 二 部 分 的 考试 . 

НАХ, 为 了 在 第 二 部 分 考试 中 达到 “优秀 ” 或“ 良好”, 分 别 必须 解 出 上 述 两 道 或 
两 道 题目 之 一 . 


1994 年 , 力学 组 , 提前 考试 


主讲 人 : A. C. 卡拉 什 尼 柯 夫 
1. (2) 是 否 存在 在 R3 中 具有 连续 系数 ai 的 , 形 如 


3 


у Qi (21,22, TL3) Uziz; =0 
$ 9=1 
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考试 样题 


的 方程 , 它 在 某 个 非 空 集合 0, с R3,Q1 3 R3 上 是 椭圆 型 的 , 在 9, 的 余 集 
92 = В3\\ 0. 上 是 双 曲 型 的 ? 说 明理 由 . 
求 具 有 条 件 

и(х,х) = ф(т), 0<=<1; и(т,2т) = (х), 0<= < 2 


的 方程 ин = wzz 的 解 и(х, 0). 这 里 рє С?([0,1]), № є С? (| 引 ) р) (0) = 
0, 000) (0) = 0,k = 0, 1, 2. 


_ а) (2) 借助 于 不 等 式 描 述 使 这 个 问题 的 解 u(z,t) 单 值 确定 的 所 有 (zx,t) є А2 


心 


ў 


的 值 的 集合 О. 说 明理 由 . 
b) (1) 画 出 这 个 集合 0. 
с) (2) 求 出 所 考虑 问题 的 解 u(z,). 


(3) #9 = {© 9) |0 <т<1,0<0< 1), (т,0) 是 平面 上 的 极 坐标 , 求 具有 下 列 
性 质 的 函数 и(г,0) :we С(®) пС?(9); 

Ди=0 在 QQ 内; и(г,0) = “ (7, 

и(1,0) = 0 – 402, 0 


. (3) &Я = {1 = (21, 12)|0 < т: <1,0< 22 < 1}, [ (2) = sign(z2—71). / Е НЦ®) 


是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 


. а) (1) 叙述 泊 松 方程 狄 利克 雷 问题 广义 解 的 定义 . 


b) (2) 证 明 与 狄 利克 雷 问 题 对 应 的 二 次 泛 函 是 下 有 界 的 . 
с) (2) ЕВН: 狄 利克 雷 问题 广义 解 是 变 分 问题 的 解 (不 证 明 逆 命 题 ). 


. а) (1) ЗОЖ — 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 


b) (2) 证 明 : 如 果 初 始 条 件 给 定 在 特征 上 , 上 述 定理 的 结论 不 成 立 . 


. (4) 在 矩形 = {(z, 昌 0 和 zs 1,0 < t < 2} 中 考虑 方程 wu = и. 具有 条 件 


的 边 值 问题 . 这 个 问题 在 空间 偶 (Во, Ел) 中 是 否 适 定 ? 其 中 


Eo = {u(z,t)lu є C(Q) ПС: ((0, 1) x (0, 2])}, [и] в = тах lu(z, 0); 


= {p(z)lp є С'([0,1]), Ф(0) = (1) = 0}, llplls, = тъ 


说 明理 由 . 


考试 样题 . 93. 


1997 年 , 数学 组 , 正常 考试 
主讲 人 : В.А. 康德 拉 季 耶 夫 


1. 


а) 叙述 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 . 
b) 证 明 : 所 有 的 常 系数 二 阶 线性 方程 都 可 以 化 归 标 准 形状 . 
c) 在 怎样 的 区 域 中 方程 


Угу + (32 +у- 2)их: + (32 -у+ аи: = 0 


是 双 曲 型 的 ? 
а) 对 拉 普 拉 斯 方程 如 何 提 狄 利克 雷 外 问题 ? 
b) 对 R3 中 的 拉 普 拉 斯 方程 的 诺 伊 曼 外 问题 证 明 其 解 的 唯一 性 . 
c) 求 诺 伊 曼 外 问题 


Ац= 0, 22+ > 1, и х“ 


22+у2=1 一 


的 解 . 
а) 给 出 在 一 点 一 致 收敛 积分 的 定义 . 
b) 证 明 : 单 层 势 是 连续 函数 . 
c) 求 
im ] (62 — 21?) In[(z — 5)? + (у – п)? ал. 
т,у)-+оо 
#2412 =1 
а) 对 弦 振 动 方程 怎样 提 混 合 边 值 问题 ? 
b) 写 出 波动 方程 柯 西 问题 解 的 基 尔 霍 夫 公式 . 证明: 按 此 公式 构造 的 解 满足 
初始 条 件 . 
c) 设 v(z,yz, 是 柯 西 问题 


ив =4Ди, иј, =4(т), ш| 5 =0 
的 解 , 其 中 yp(z) 仅 在 平行 六 面体 


1 
Co -5 <У<Ь 0< 2: 


内 异 于 零 . 对 于 哪些 t,w(4, 1,2, 20? 
a) 给 出 索 伯 列 夫 意 义 下 的 广义 导数 
Чи 


а 
Grr и Охта" 


的 定义 . 


94 · 考试 样题 


b) 证 明 空 间 五 1(Q) 的 完备 性 . 
с) 对 哪些 о, АЖ 
и(т,у) = ш°(22 + ху + 22) 
属于 五 1(Q), 其 中 Q 是 2n 维 正 方形 |2 < |0 < 1. 
评分 标准 :“ 优 秀 " 一 一 完整 地 答 出 三 道 大 题 ;“ 良 好 "一 一 完整 地 答 出 两 道 大 题 ; 
“及 格 " 一 一 完整 答 出 一 道 大 题 . 考试 时 间 为 З 小 时 . 


1994 年 , 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : С.н. 克 鲁 日 科 夫 
1. 设 w(t,7z) 是 在 П, = (0, +оо) х ЕЗ 中 方程 ин = Ли, = = (21,12,53), 具有 初始 
条 件 
wlio = Ф(2), ш|, о = wz) 
的 柯 西 问题 的 古典 解 , 并 且 对 ze Ki = {z:|z|<1} 有 Ay(x) =0 № Ду(х) = 
0. 
а) ЛЕ С! = {(t,zx) : |2]? < (1 0)2,0 <t<1} 内 推导 出 


ult, =) = ф(х) + 4 (т), 
不 要 应 用 直接 验证 这 个 公式 的 方式 (考虑 到 唯一 性 定理 ). 
b) 证 明 : 如 果 在 ВЗК: 内 yp(z) < 3 Ж у(х) < 7, 那 么 在 锥 Ci 内 ult z) < 10. 
2. 在 平面 R? 上 给 定 区 域 的 序列 pw С {+ = нат = 3..2, 
以 及 在 {z : |z| Е Qm} 内 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问题 古典 解 这 样 的 序列 ит (2) : 


lum(z)| < 1. 
а) 证 明 : 如 果 当 т 一 со 时 序列 ит (х) 在 某 一 点 收敛 于 数 U, 那么 当 mm 一 оо 
时 在 任 一 环 人 :0<6<|z| < 5) 内 (这 里 m > т(6)) 一 致 地 有 ww 一 0. 


b) 在 Q = 人 = (21,12): |2| < =} 的 情形 , 在 条 件 


ит [бо < 


1 
м’ [шт = 1 


之 下 证 明 : М т — оо 时 在 任 一 环 {z:0<5<lz|< 寺 内 (这 里 m> 
т(6)) 一 致 地 有 um(z) 一 3; 建议 比较 一 下 u(z) 和 拉 普 拉 斯 方程 相应 的 形 
如 aln|z|+b (a 与 b 是 常数 ) 的 解 . 
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1994 年 , 数学 组 , 提前 考试 


主讲 人 : E. M. 兰 吉 


1. u(z,t) Е С?(В2 ,) 是 R2, 中 方程 ww 一 a2uzz = 0 的 解 . 在 区 域 {a <z< Bt=0} 
Е и= ш = 0. 在 平面 R2, 上 何 处 解 u(z,t) 必定 等 于 零 ? 

2. u(z,t) ЕЯ П = {0 < z < 1,t > 0} 中 方程 w = и, 的 解 , РЕП 上 连续 

= 0, 4 # - оо 时 , 解 趋向 于 什么 ? 


ul 0 — ul 


3. 求 问 题 


2—1 


Av = 2, Ж К = {(=,у)|22 +02 <} 内 ; шор = віп 24 


的 解 . 
4. u(z,y) 是 光滑 闭 曲 线 Г с В? 的 双 层 势 . 证 明 当 22 + у? 一 оо 时 


1 
u(z,y) =0O (==) . 


5. ВСВ" 是 开 球 , w(z) 在 В ЕН ус є В, Эр, > 0 使 得 中 心 在 点 z、 半径 为 
pz 的 球 B(z,pz) 含 于 В 内 并 且 


1 
т | / и(у)ау. 


В(т,рг) 


证 明 : и(х) 是 调和 函数 . 


1998 年 , 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : Е. В. НЕ, Т. Д. 文 特 策 尔 
5 对 于 方程 и = duzz 考虑 边 值 问题 
=w, 1 =0, vo=2(1—2), wlio = sin rz. 


1 


а) (1) 求 f(13), 其 中 f(t) = ] ы2 + 4и2] аз. 


b) (1) 求 函 数 u(z,z) 并 夯 出 它 的 图 像 
2. а) (1) 给 出 方程 
六 = 0 


的 特征 的 定义 . 


. 96. 考试 样题 


Ь) (1) 求 方程 unz – у?и,, = 0 经 过 点 (1,2) 与 (1,0) 的 特征 . 
3. а) (1) 叙述 关于 可 去 奇 点 的 定理 . 
b) (2) 9 是 R? 中 某 个 有 界 区 域 , 在 R? 中 , 证 明 : 对 于 在 R2\5 中 有 界 的 调和 
函数 u(z), 存在 极限 Шт. и(т). 
с) (2) 在 О 是 单位 圆 ， 


27 
ul = fo)，/ ro)dp=o 
0 


的 情形 下 , 求 这 个 极限 . 
4. 对 方程 ин — 4uzs = 0 提 如 下 问题 : 


sinZ， ZE [т, 27], 
ч| о = 0, и| о == 


ГА 
и, | 22 = 0. 
0， зе, 一 


а) (1) 当 t= 27 时 画 出 解 的 图 像 . 

b) (1) 当 补充 条 件 v| 。， =0, сє [0,27] 后 , 画 出 上 = 2r 时 解 的 图 像 . 

с) (2) 当 补 充 条 件 ш. |, = 0,z є [0,27] 后 , 画 出 上 = 2л 时 解 的 图 像 . 
5. 考虑 满足 初始 条 件 


up(z)， 在 Q 中 ， 


Be | ЧЕ ВО 中 


的 方程 
ињ = Ди 


(空间 变量 数 等 于 2) 的 解 , 其 中 © 是 R? 中 的 有 界 区 域 . 


а) (1) 如 果 Q 是 单位 圆 z? + 22 < 1, 那么 在 空间 (z,t) 的 何 处 , 函数 wu(z,t) 不 
依赖 于 函数 (с) 而 等 于 零 ? 


b) (2) 当 %(z) = (1- |21|2)2,0 = {22+ 22 < 1} 时 求 dim tu(z, 2). 

6. а) (1) 对 热传导 方程 怎样 提 柯 西 问题 ? 
b) (1) 证 明 : 如 果 初 始 函 数 是 奇 函 数 , 那么 解 u(z,t) 满足 条 件 u(0,t) = 0. 
с) (2) 证 明 : 如 果 初 始 函 数 是 奇 函 数 , 那么 解 wz, 关于 г 是 奇 函数 . 


评分 标准 : 当 满分 为 20 分 时 ,“ 优 秀 ” — 16 分 以 上 ,“ 良 好 ”一 一 13 分 以 上 ， 
“及 格 ” 一 一 9 分 以 上 . 考试 时 间 : 3 小 时 . 
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2001 年 , 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : Е. В. 拉 德 凯 维 奇 
1. а) (1) 给 出 霍 普 夫 (Hopf) 方程 弱 解 (在 积分 恒等式 意义 下 的 解 ) 的 定义 . 
Ь) (2) 构造 具有 5 条 间断 线 的 分 块 常数 解 . 
c) (2) 证 明 : 不 存在 具有 4 条 间断 线 的 分 块 常数 解 . 


2. а) (1) 给 出 自 相 似 解 @@ 的 定义 并 求 出 方程 
Ut 十 иЗих в, 
的 自 相 似 解 . 
b) (2) 在 自 相 似 解 类 中 , 证 明 满 足 粹 不 增 条 件 的 解 的 唯一 性 . 
3. а) (1) 叙述 波动 方程 柯 西 问题 古典 解 存在 的 条 件 . 
b) (3) 设 и 是 柯 西 问题 
Че = Чаа, 0<Е<Т, тЕВ', 
о = (2), шо =0 
的 古典 解 ; 而 им 是 混合 问题 
EN 


Әп“ 


— ей 
дт == М№ 


а | = ф(х), а (а = 0, 


的 古典 解 . 同时 对 充分 小 的 固定 的 a 与 8 使 得 M+a<N-B 有 


Ф\=ф 4 тЕ (-М —а, М +а) 


ф\=0 当 z ¢(-N+B,N-B). 
证 明 : 存在 这 样 的 No, 使 得 在 闭 区 间 [-М, М] 上 当 М > № В а= и“. 
4. (3) 对 于 平面 上 的 三 个 方程 
Ш = Их, Ин = Изл Utt = —Ихь, 
其 中 有 哪些 方程 存在 具有 有 界 、 闭 等 位 线 的 非 平凡 解 ? 
5. а) (1) 叙述 关于 法 向 导数 的 引 理 . 


Фриз “автомодельное рещение”. 


译 者 注 
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b) (3) 证 明 满 足下 面条 件 的 调和 函数 и є C1(O) 恒 等 于 零 : 


а =0 КЕ wuw=0 在 II 上 


Г: оГ = 0, шез„_—1 Гә # 0. 
6. а) (1) 叙述 调和 函数 的 平均 值 定理 . 
b) (2) 证 明 : 对 任 一 球 Kc 9 满足 平均 值 定理 的 函数 ve C2(Q) 是 调和 函数 . 
т. (3) 设 C 是 锥 {c уе<2 < 2} . 证 明 : 在 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 中 不 存在 对 所 
有 有 界 的 Ос C 的 共同 常数 . 


评分 标准 : 当 满 分 为 25 分 时 , 16 分 以 上 为 “优秀 ”, 13 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 
上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2003 年 , 力学 组 , 提前 考试 


主讲 人 : Г. А. Я 
1. а) (2) 给 出 自 相似 解 的 定义 并 求 出 方程 


的 自 相 似 解 . 


b) (2) 构造 方程 (1) 的 初始 条 件 为 


и| о 8) 


的 柯 西 问题 的 任何 非 平 凡 、 ЗЕЖННУ М. 
2. а) (1) 依赖 实 参数 о, 确定 方程 


ига 一 2auzy 一 3a2uw + оцу + из = 0 (2) 


的 类 型 . 

b) (2) 化 方程 (2) 为 标准 形式 . 

c) (2) 求 这 个 方程 的 通 解 . 
3. а) (1) 叙述 具有 非 齐 次 边界 条 件 的 狄 利克 雷 问 题 的 变 分 提 法 . 

b) (1) ЧЕ А РНЕ. 

с) (3) ШЖ Я = {zx = (21,12) :1< || < 2}, 计算 

М " 
w—(|z|— a /va 9148. 

评分 标准 : 当 满 分 为 14 分 时 , 11 分 以 上 为 “优秀 ”, 8 分 以 上 为 “良好 ”, 5 分 以 

上 为 “及格”. 考试 时 间 为 1.5 小 时 . 
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2003 年 , 力学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : Г. А. Я 
第 一 部 分 
1. а) (1) 给 出 方程 


Ut 十 (5) = 0 (1) 
广义 解 的 定义 . 
b) (2) 设 из) 是 方程 (1) 带 有 间断 线 z = z(t) 的 、 分 块 光滑 的 具有 紧 支 集 
的 广义 解 . 记 
549 = | медь. 
证 明 S(t) 与 t 无 关 . 


2. а) (1) 给 出 调和 函数 的 定义 . 
b) (1) 叙述 关于 调和 函数 的 刘 维 尔 定理 . 
c) (3) 求 所 有 使 得 


иу(т, у) = іту + ie(®+iy) 


的 、 在 R? 中 为 调和 函数 的 wu(z,y). 
3. a) (1) 给 出 问题 提 法 适 定 性 的 定义 . 
b) (2) 方程 


Ш = —Uzrz 


的 柯 西 问题 是 否 适 定 ? 说 明理 由 . 
第 一 部 分 的 评分 标准 : 
4~7 分 为 “及 格 ”， 
8—11 分 “许可 ”进入 第 二 部 分 的 考试 . 
考试 时 间 为 1.5 小 时 . 


第 二 部 分 
4. (2) 设 G(z,y) 是 拉 普 拉 斯 算 子 狄 利克 雷 问题 的 格林 函数 . 证 明 G(z,y) = Су, 2). 
5. 考虑 问题 


Ди={ ЖОЮ, 
(2) 


ди 
а) (1) 给 出 问题 (2) 的 变 分 提 法 . 
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b) (3) 证 明 蕴 含 关系 
(2) 的 古典 解 
(2) 的 广义 解 
与 (2) 相应 的 变 分 问题 的 解 
6. 设 @ = (0,1) x (0,T). 


考虑 边 值 问题 
д? д д ? 
за == (2+2) ) 一 СЭ) и, ОЙ, 
00 
и.о = віп 7, 4 0<;<[ 
ши = 0, 当 0< zg),, 
wo= Vl, = 0, 当 0<tgT. 
а) (2) 写 出 对 上 述 问 题 的 健 里 叶 方 法 的 格式 . 
b) (3) 证 明 : 


1 
#00) = 7 [сова + 2) (и)? + (sin 2.) и? + (ше)? ас 
0 
与 时 间 无 关 . 
第 二 部 分 的 评分 标准 : 
0—4 分 为 “及 格 ”， 
5~ 8 分 为 “良好 ”， 
9~ 11 分 为 “优秀 ”. 
考试 时 间 为 1.5 小 时 . 


2003 年 , 力学 组 , 补考 


主讲 人 : Г. А. Я 
第 一 部 分 
1. 考虑 柯 西 问题 
| ut +10 ии; = 0, 
7 МР = ио(х). 


构造 解 (2+2 分 ), 验证 其 满足 兰 金 - 于 戈 尼 奥 (Rankine-Hugoniot) 条 件 和 
ХЕ (1+1 分 ), 如 果 


ТЕ 4, 当 z > 0), 
ооа 1, 4х <0. 
Ь) ш@) 4, 当 z < 0， 

аа 1, е0. 


2. (2) 对 初 值 问题 
312, ZE [r, 27]， 


4 


ив = Sie uo =0; “|, = 
0, т ¢ |т, 21). 


画 出 解 u(t,z) 在 时 刻 t= т 时 的 图 像 . 


3. 设 
Q={(z,y) Е В?|1 < 22 +4у? < 4}, 
Г: = {(2,у) є А2 2? +49? = 1}, 
Го = {(2,у) € R?|z? + 4y? = 4). 
在 区 域 9 考虑 边 值 问题 : 


Ди = 0, 在 Q 内 ， 


тих + dyuy— у/т? 十 16y2 =0, 在 Ti Е, 
тих + 4уи, 十 Vz2 十 16y2v =0, ЛЕГ 上 . 


а) (2) 问题 (1) 的 解 是 否 唯一 ? 
b) (1) 求解 在 点 (10) 的 值 . 
с) (1) 写 出 问题 (1) 广义 解 的 定义 . 
d) (2) 写 出 问题 (1) 的 变 分 提 法 . 
第 一 部 分 评分 标准 : 
4~10 分 为 “及 格 ”， 
11~14 分 “许可 ”进入 第 二 部 分 的 考试 . 
考试 时 间 为 1.5 小 时 . 
第 二 部 分 
4. а) (1) 求 方程 


Uzy — Шуу — Uz++uy=0 


的 所 有 特征 . 
b) (2) 求 上 述 方程 的 通 解 . 
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(1) 
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5. (2) 求 „тах (т, у), 其 中 v(z,y) 是 柯 西 问题 


ди 2: ди 2. А 1 
Waa 7! ав" 


的 解 . 
6. (3) 求 如 下 问题 的 解 : 


иту — ии 一 SinZ 十 snt 0<Z<T $>0, 


и = 0, и Им 7 == 


т 
2=0 х=п т. Et 


т. 现 有 如 下 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 : 


(p(z)X') + а(х) Х +ЛХ =0, хє (0,1, 
рє С'([0,1), 4єС([0,1), р>2ро>0, 4<0, ХєС?([0, 1]). 


а) (2) 证 明 А > 0. 
Ь) (3) ШЕВА: 本 征 值 趋 于 +oc. 
第 二 部 分 评分 标准 : 
0~5 分 为 “及 格 ”， 
6~9 分 为 “良好 ”， 
10~13 分 为 优秀”. 
考试 时 间 为 1.5 小 时 . 


2000 年 , 数学 组 , 提前 考试 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 
1. а) (1) 写 出 弦 振 动 方程 解 的 达 朗 贝尔 公式 . 
b) (3) & К = {(т, у) Е R?|z? +у? <1} 是 R? 中 单位 圆 如 下 问题 是 否 适 定 ? 
Ж и(т, у) Е С?(К)ПС(К), 使 得 


uzz 一 Uyy =0 КИ, ч,к=ф(т,у), 


ф(т, у) Е С(2К) 是 任意 连续 函数 . 
2. а) (1) 给 出 空间 А100) 的 定义 . 
b) (2) 证 明 空 间 Н'(@) 的 完备 性 . 
с) (3) 设 8 = {lz| < 1,2 є R3}. 如 下 断言 是 否 正确 : 存在 常数 C > 0 使 得 对 
任意 v(z) є C%(@) 
lu(0)| < Сш нз о)? 
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如 果 回 答 是 肯定 的 , 给 予 证 明 ; 如 果 回 答 是 否定 的 , 举 出 反例 . 
3. а) (3) & К = {1 < || < 2} Я В? 中 的 “环形 ”区 域 , 如 下 边 值 问题 的 解 是 否 
是 唯一 的 ? 
Ди=0 КИ, иЕС?(К)ПСКК), 


Bn = $1(21,22), и] до = 4221,22), 
12|=1 


Фі 与 pa 分 别 是 在 圆周 {lz| = 1} 与 {lz| = 2} 上 的 任意 连续 函数 . 回答 要 
说 明理 由 . 
b) (2) 如 果 Ф. = соѕ0, ф2 = sin9 (9 是 平面 上 的 极 角 ), 求 出 上 面 a) 小 题 所 提 
问题 的 解 . 
4. а) (1) 叙述 拉 普 拉 斯 方程 的 极 值 原理 . 
b) (3) 对 于 在 平面 上 有 界 区 域 Q 内 的 方程 
Аи + и, +и=0, A= 2+0, 
如 同 拉 普 拉 斯 方程 那 种 形式 的 极 值 原理 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
5. а) (1) 叙述 对 于 拉 普 拉 斯 方程 的 刘 维 尔 定理 . 
b) (3) 设 w(z) 是 R3 中 的 调和 函数 且 


Ја wz)az _ 
1 十 |z|)3 
在 ЕЗ 中 v(z) = 基数 是 百 成 立 ? 说 明理 由 . 
6. а) (1) 给 出 双 层 势 的 定义 . 
b) (3) 证 明 : 由 李 雅 普 诺 夫 闭 曲面 5 给 出 的 、 具 有 单位 密度 的 双 层 势 在 5 外 
等 于 零 , 在 5 内 等 于 47. 
7. а) (1) 写 出 热传导 方程 柯 西 问题 解 的 泊 松 公式 . 
b) (3) 设 u(z,t) 是 具有 “ 势 " 的 热传导 方程 


ut=urzr—u, t>0, ЕВ! 


满足 初始 条 件 


的 解 . ПЕНЯ: 存在 常数 А 使 得 
|м(, =) – Ае "| < al(t)e, 
其 中 , 当 t оо 时 , 函数 a(t) 一 0. 求 出 常数 А. 


评分 标准 : 当 满分 为 31 分 时 , 22 分 以 上 为 “优秀 ”, 15 分 以 上 为 “良好 ”, 10 分 
以 上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


* 104. 考试 样题 


2000 年 , 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : А. С. 沙 玛 耶 夫 
1. а) (1) 叙述 二 阶 微分 算 子 的 特征 曲面 的 定义 . 
b) (3) 考虑 如 下 问题 : 在 扇形 


К = {(2,0)|2 > 0,5 > 0,# < 22} 


内 求 满足 方程 


Utt = Uzz 
及 初 边 值 条 件 
wlio = $(2), шо =4(т), |, =0, 
ф(х), р(х) Е C%([0, оо)) 的 函数 wu(z,t) є С?(К) ПС(К). 这 个 问题 是 否 有 
解 ? 如 果 有 解 是 否 唯一 ? 说 明理 由 . 
2. а) (2) 证 明 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 . 
b) (3) 在 带 形 
П = {(5, 9) :0<5<1-ю<у< +оо} 
中 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 是 否 成 立 ? 如 答案 是 肯定 的 , 给 予 证 明 ; 如 答案 是 否 
定 的 , 举 出 反例 . 


3. а) (2) 给 出 在 有 界 区 域 Q 内 狄 利克 雷 问题 的 古典 提 法 并 证 明 解 的 唯一 性 . 
b) (3) 证 明 : Е П = {(z,y) :0 < z < 1 -oo < у < +оо} 内 狄 利克 雷 问题 


Au=0 ЖПИ, ш. =фиу), wl, =42(У), фьфз Е C(R!) 


的 解 不 唯一 . 
c) (2) 补充 了 条 件 
u(z,9) 一 0， 当 加 一 oo Е, 
上 一 小 题 中 所 提问 题 的 解 是 否 唯一 ? 说 明理 由 . 
4. (3) 设 = {с є R4,|z| < 1} 是 四 维 空间 中 的 球 , = {zx € В: zl = 0,12 = 
баны 2) 是 R4 中 的 线段 ,Qi = ОХ. 求 狄 利克 雷 问题 


] (Уи, Vv)dr =0, vw € НЦО,), 
Гоу 
и– ф(х) є #01), ф(х) єС(0) 及 当 zeL 时 ф(х) = 1 


的 广义 解 . 


考试 样题 105. 


5. (2) ЛЕЖ О = {|| < 1},z Е № 中 是 否 存在 正 的 调和 函数 使 得 v(0,0,0) = 
1, и(0,0, 5) = 10? 说 明理 由 . 
6. (4) Я u(t,z) є С?(П]пС(П) 是 方程 


Ut = Uzz + v(t, т) 


的 古典 解 , 其 中 П = (0, +оо) x (0,1), 5(, =) 是 有 界 可 测 函 数 , 它 满足 估计 |v| < 
C,C > 0 是 给 定 的 常数 . 设 


ц.о = $(2), 其 中 ф(х) є C™([0,1])， 
— МР =0, Ү> 0. 


是 否 可 以 选择 函数 vlt, г) 使 得 w(t,z) = 0, vi > 加? 其 中 t 是 某 个 正常 数 . 说 
明理 由 . 

7. (3) 对 哪些 参数 值 a € R!, 对 于 (1,8) Е 2, 当 上 > ат 时 等 于 0 而 当 t < az 等 于 
1 的 函数 u(t, т) 是 方程 


Ut = Uz 


在 广义 函数 论 意义 下 的 解 ? 说 明理 由 . 
8. (3) 设 щь=) є С?(П)ПСКП) 是 方程 


ut = из: +Зи ЖЖК П = (0, +оо) х (0,1) 中 


的 满足 边界 条 件 


的 古典 解 . ПЕВА: 对 w(t, т) 成 立 不 等 式 
lu(t, 2)| < Се 6 


其 中 C > 0 是 某 个 常数 . 


评分 标准 : 当 满分 为 31 分 时 , 22 分 以 上 为 “优秀 ”, 15 分 以 上 为 “良好 ”, 10 分 
以 上 为 “及格”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2000 年 , 数学 组 , 补考 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 
1. а) (2) 叙述 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 . 


考试 样题 


Ь) (3) 设 = (0, +оо) х (0, +оо), 对 哪些 实数 о, 存在 如 下 边 值 问题 
Utt = Uzrz 在 K 内 ， 
uo = (0), ш], = (0), $(2),4(2) є CSe((0,+oo))， 
(из +ом)|,,=0 对 t>0 
的 解 и(2,1) є С2(К) п СХ(К)? 说 明理 由 . 
. а) (1) 叙述 对 拉 普 拉 斯 方程 的 严格 极 值 原理 . 
b) (2) 对 方程 


Utt = Uzz, 
极 值 原理 是 否 成 立 ? 如 果 成 立 , 给 予 证 明 ; 如 果 不 成 立 , 举 出 反例 . 
. (3) 设 u(z,t) 是 问题 
ин = и: ЖП = (0, т) (0, +оо) Ф, 
и| о = (2), wlio = wz), ф(х), у(х) є С6((0, т)), 
= ш, = 0 对 t>0 
的 解 , u(z,t) Е С?(П) пС'(П) 且 对 所 有 t > t*u(z*,t) = 0,t*>0 为 常数 ， =. 是 
无 理 数 . 在 П Ф w(z 三 0 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
. а) (1) 写 出 二 维 空间 变量 情形 波动 方程 柯 西 问 题解 的 泊 松 公式 . 
b) (2) 证 明 : 泊 松 公式 所 确定 的 函数 当 上 = 0 时 满足 初始 条 件 . 
. (3) 设 给 定 在 球 
Qi={fzeRs3,|z| < 1} 

内 的 函数 u(z) 满足 方程 

Ли = Аи (入 < 0 УЖ), 
且 在 半径 为 6 的 球 05 = {с є R3,|z| < 6} 内 и(т) =0, 其 中 0 < 6 < 1,6 为 常 
数 . 证 明 在 Qi Я и = 0. 
. (2) оля оо 为 C1 类 的 有 界 区 域 . 边 值 问题 
Ди-и=1 在 Q& 内 ，vecC2(Q@lncl(9)， > =0 

9 


(т 是 00 的 外 法 线 方向 ) 的 解 是 否 可 能 在 О 内 严格 为 正 ? 说 明理 由 . 
. (3) 设 = {z= (21,12) Є R?,|z| < 1} 是 单位 圆 ， 
Q+ =ОП {zr > 0}, Q- = 90 {21 < 0} 


НЖЖ u(z) є НКО) 属于 C%(@ |) 类 及 C%(@_) Ж. 证 明 函 数 v(z) 在 О 内 
连续 . 


考试 样题 . 107 · 


8. (3) 设 非 负 有 界 函 数 满足 方程 


ut = Ди 在 带 形 (0,1) х 了 及 3， 
и(Ьт) =0 在 方 体 (0,1) х (0,1) х (0,1) x (0,1). 
在 带 形 (0, 1) x ВЗ 是 否 成 立 и = 07 说 明理 由 . 


评分 标准 : 当 满 分 为 25 分 时 , 18 分 以 上 为 “优秀 ”, 12 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 
ЕЯ “Бо”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2000 年 , 数学 组 , 第 二 次 补考 


主讲 人 : А. С. 沙 玛 耶 夫 


1. а) (1) 叙述 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 . 
b) (3) 对 平面 上 的 无 界 区 域 = {(z,y) : z > 0,y > 0} 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 是 
否 成 立 ? 如 果 成 立 , 给 予 证 明 ; 如 果 不 成 立 , 举 出 反例 . 


2. (3) 在 平面 区 域 = {(z,y) :0 <=? +02 < 1} 内 考虑 如 下 边 值 问题 : 


Avu(z,y) =0 在 Q 内 ， 
и(х,у) = $(т,у) Уа? + =1, 


其 中 yp(z,y) 是 给 定 的 连续 函数 ， 


lim (2? + у?)и(х,у) =а, 
У 


其 中 а 是 给 定 的 常数 . 这 样 的 问题 是 否 有 解 ? 如 果 有 解 是 否 唯一 ? 说 明理 由 . 
3. (3) 设 и(ь =) 是 如 下 问题 的 解 : 


Utt = Wzz 在 平面 上 的 带 形 П= 0, +оо) х [0, 1] 内 ， 


т є [0,1],t є [0, +оо), м є С?(П), и| oo=e2b ч|,_, = 0, wlio = |, = 0 
对 所 有 z є [0,1]. |p(t)| < =, = 是 给 定 的 数 , p(t) 是 光滑 函数 . 是 否 可 以 选择 函 
数 p(t), 使 得 给 定 问题 的 解 u(t,z) 是 П 上 的 无 界 函 数 ? 说 明理 由 . 

4. (3) 0 Ж В" 中 的 有 界 区 域 , w(z) 是 Q 上 满足 方程 


Ли-и=0 #9 


的 C2(Q) пС(®) 类 函数 . 证 明 : 如 果 在 20 上 = 0, 那么 在 Q и = 0. 
5. а) (2) 证 明 : А1([0, 1]) 的 任何 函数 都 是 连续 函数 . 


* 108: 考试 样题 


b) (3) 是 否 任何 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 且 有 w(0) = и(1) = 0 的 函数 u(z) 都 属 
于 ЯКО, 1])? 说 明理 由 . 
6. (3) 求 算 子 
4? 


ee d 
С = +2. 1 


的 基本 解 , 即 求 这 样 的 函数 u(z) 使 得 在 R! 中 
и" + 2и' – и = 40(т), 
其 中 io(z) 是 “6 0: 
(io(z),p) = Ф(0), Yep(z) є CF°(R'). 


这 样 的 解 是 否 是 唯一 的 ? 
7. (3) 设 


在 广义 函数 论 意义 下 满足 方程 
TE(t, х) = 60(t, 2), 


其 中 当 t<0 时 90(t)=0, 当 t>0 时 9(t)=1. 
评分 标准 : 当 满 分 为 24 分 时 , 17 分 以 上 为 “优秀 ”, 12 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 


上 为 “及格”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 
2001 年 , 数学 组 , 提前 考试 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 


1. а) (1) 给 出 二 阶 微分 算 子 的 特征 曲面 的 定义 . 
b) (1) 对 算 子 


Си = ин + Зи, — Zurz, С = ш — Burs + ти 


在 (z, 平面 上 构造 其 特征 线 的 集合 . 


考试 样题 . 109 . 


. а) (2) 设 w(t,z) 是 问题 
ин = Ч», #>0, х>0, 
0 =0, ч,о = (2), шо =0 
的 解 , 其 中 зиррф(2) С (0, оо), р(х) Е C2((0, оо)). 已 知 存在 T > 0 使 得 当 
t > Т,т є (0,оо) 时 w(t,z) 是 无 限 光 滑 的 函数 . p(z) 也 是 无 限 光 滑 的 函数 
这 一 说 法 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
b) (2) 设 vt z) 是 问题 
Ше = изз, Ё> 0, х>0, 
чо = 0, > 3 2(Z) 
的 解 , 其 中 y(z) 与 上 一 小 题 a) 具有 同样 性 质 , 且 |+] < М. 已 知 存在 T>0 
使 得 当 t > 7T,z (0, оо) 时 и(ё, т) 是 无 限 光滑 的 函数 . yp(z) 也 是 无 限 光滑 
的 函数 这 一 说 法 是 否 成 立 ? 说明 理由. 
. (3) К ={(z,y)|z? +у2 < 1} 是 平面 (z,y) 上 的 单位 圆 , u(z,y) 是 问题 
Ди = т?у, | = 0 
的 解 , 求 v(0, 0). 
. (2) 证 明 空 间 Н*(9) 的 完备 性 . 
，(4) 在 空间 НЦ(-—1,1)) 中 考虑 满足 条 件 
2 (0) +awp(0) =0 
的 光滑 的 具有 紧 支 集 的 函数 p(z) 的 集合 А, 其 中 ас 及. 求 集合 4 的 闭 包 4 在 


ЙЦ(-1,1)) 中 的 余 维 数 . 
. (4) 设 jui(z),ui(z) (i = 12,…) 分 别 是 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 


Сш = шш, ui(0)= ш (1) =0, ||| ,((0,1)) =1, 


= (мех) -oO 
的 本 征 值 与 本 征 函 数 , 其 中 p(z), gq(z) 是 满足 估计 p(z), gq(z) > a > 0, а 为 常数 ， 
的 光滑 函数 . 证 明 不 等 式 


1 
sup |ш;(2)| < — 1 
„вир (а) < Је Уы 


， (3) 设 R" 中 调和 函数 序列 {wn(z)} 34 п 一 оо 时 弱 收 敛 于 函数 w*(z) є 12 (А), 
即 ур є D(R") 
un(Z)p(Z)ar — | u(r)p(z)dz. 


Е" в" 


. 110 . 考试 样题 


说 u*(z) 是 调和 函数 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
8. (3) 设 ф(2) є Lo(R!) nC(RI). 证 明 , 热传导 方程 柯 西 问题 


Ш = ига, #>0, и, = (2), тЕ(-00, оо) 


的 解 当 t 一 оо 时 关于 z є (оо, оо) 一 致 地 趋 于 零 . 
评分 标准 : 当 满 分 为 25 分 时 , 18 分 以 上 为 “优秀 ”, 12 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 
上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2001 年 , 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 
1. (2) 设 u(t,z)(z є КЗ) 是 波动 方程 柯 西 问题 


= Ди Ж (0, +оо) х КЗ 中 ,及 


и о = 0, меј. == ф(х) — C82(R3) 


的 解 , и Є С?((0, +оо) х ЕЗ) п C1([0,+oo) х В3). 如 果 


] 2(z)daz #0, 
ЕЗ 
函数 u(t, zx) 的 支 集 是 否 可 能 位 于 柱 体 {15| < А} x [0, +оо) 之 内 ? 
2. (3) 证 明 : 构建 在 有 界 曲面 Е C1 上 、 具 有 连续 密度 的 双 层 势 在 无 穷 远 处 如 三 
那样 减少 , 其 中 г 是 到 某 个 固定 点 О є 5 的 距离 . 
3. (3) 设 I={lz,y)l0<z<w0<y< 5} 是 平面 上 的 矩形 , 以 及 C > 0 是 某 个 常 
Ж, 使 得 Уи(т, у) Е НП) 成 立 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 


/ usdrdy < С ] |Уи[?ажау. 
п п 


a2b? 
证 明 : С > 元 (2 十 万) 
‚4. (3) 设 
人 三 а + be 
是 微分 算 子 . 对 哪些 ,b,c e В! 存在 方程 
Си(т) = 6(7) 


的 在 R! 上 的 连续 解 ? 其 中 5(z) 是 5 函数 ( 即 (6, 9) = (0), Уф є OF (R!)). 


考试 样题 - 111. 


5. (3) Я и(2) Е Н\((–оо, +оо)), 即 и(х) є [2(В!) 且 存 在 索 伯 列 夫 意义 下 的 广义 

导数 wz(z) = v(z) Е L2(R1). 证 明 : и(х) 是 连续 函数 且 如 果 |z| 一 со № w(z) 一 0. 
6. (3) Ё К = {(т,)|0 <т<1,0 << 可 是 开 度 为 30° 的 圆 扇形 , u(r, с) 是 К 

中 调和 函数 , 它 属 于 C1(K). ПЕНЯ: 

lu(r, Ф) < Сте, 

其 中 C > 0 是 某 个 常数 . 

т. (3) 是 否 对 每 一 个 a є R!, 问题 
Ди=1 在 KK={(r,wp)|1 <r<2} И, 


Е = sin 0, (> + ом) Е: =5іп? р, иЕС?(К)ПСКК) 
至 少 有 一 个 解 ? (п 是 环形 边界 К 的 外 法 线 方向 向 量 .) 

8. (4) 在 球 {lz| < 1},z є R3 中 构造 调和 函数 и(х) 为 有 界 的 实例 , 使 得 |Уи| 在 
{|z| < 1} 中 无 界 . 

9. (4) 证 明 (利用 泊 松 积分 ): 存在 如 下 问题 的 解 u(t, xz) є C?({t > 0} x В!) : 


ш = и. ЖЕ {> 0) х1 Ч, 242-08 w(t,z) 一 yp(z) Е (ВУИ, 


Н (х) 是 Ls(R1) 中 给 定 的 函数 . (不 一 定 连续 0) 
评分 标准 : 当 满 分 为 28 分 时 , 20 分 以 上 为 “优秀 ”, 14 分 以 上 为 “良好 ”, 9 分 以 
上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2001 +, 数学 组 , 考试 


主讲 人 : А. С. 沙 玛 耶 夫 
1. (2) 两 端 为 无 穷 长 的 弦 在 初始 时 刻 偏离 状态 的 截面 形状 如 下 图 : 


其 初始 速度 等 于 零 . 函数 и( х) 满足 方程 


Ин = Uzz: 


画 出 函数 и (+=) 的 图 像 


.112 . 考试 样题 


2. (3) 证 明 : 如 果 由 李 雅 普 诺 夫 闭 有 界 曲 面 给 定 的 单 层 势 在 这 个 曲面 外 等 于 0, ЯВ 
么 势 的 密度 是 零 (假设 密度 是 连续 的 ). 
3. (3) 考虑 02, 的 带 形 II = [0,yo] x В: 中 的 柯 西 问题 
Ди+и=0 ЖП, иєС?(П) пС'(П), 
що = Ф(2), що = (2), 
ф(х), (т) 是 КІ 中 的 有 界 连续 函数 . 这 个 问题 在 空间 偶 
Е = С(®,) х С(®;), Е =С(П), (ф,4) ЕЕ, иЕЕ2 


中 是 适 定 的 吗 ? 如 果 是 , 给 予 证 明 ; 如 果 不 是 , 举 出 反例 . 

4. (3) 对 给 定 在 上 一 题 带 形 П 中 的 调和 函数 , 极 值 原理 是 否 成 立 ? 如 成 立 , 给 出 证 
ВЯ; 如 不 成 立 , 举 出 反例 . 

5. (3) 对 哪些 ає В!, 边 值 问题 


Ди +2и= т-а ОЙ, що = 0, 
Я = {(0, т) х (0, т)}, 至 少 有 一 个 解 ? 说 明理 由 . 
6. (4) 考虑 边 值 问题 
utt = изт 在 [0,1] х (0, +оо) М, 
чо = 0, ч. |, = 18), м| 0 = (2), wl,o = (2), 


(х), (т) 是 光滑 的 、 具有 紧 支 集 的 函数 . 证 明 : 可 以 这 样 选择 光滑 函数 f(t) 使 
得 这 个 问题 的 解 u(t,z) 是 带 形 [0, 1] x (0, оо) 中 的 无 界 函 数 . 
7. (4) 考虑 边 值 问题 


ut = иь 在 [0,1] (0, +оо) Ф, 
щ.0= 70), vl = 900), ч,о = ф(х), 
7,9, ф 是 光滑 函数 , 同时 
当 上 一 oo 时 jb 一 ao， 当 t+ 一 oo НН 9(# Б. 


这 个 问题 的 解 u(t,z) #4 t 一 оо 时 在 空间 C([0, 1]) 中 的 极限 (如果 这 样 的 极限 
一 般 是 存在 的 话 ) 是 什么 ? 说 明理 由 . 
8. (4) 在 平面 Е? 上 构造 区 域 О 的 例子 , 使 得 在 空间 Н1(0) 中 C%(5) 函数 不 构成 
处 处 稠密 的 集合 , 即 Cee(Q) 52 Н*(9). 
评分 标准 : 当 满 分 为 26 分 时 , 18 分 以 上 为 “优秀 ”, 13 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 
上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


考试 样题 . 113. 


2001 年 , 数学 组 , 第 二 次 补考 
主讲 人 : A. С. 沙 玛 耶 夫 


1. 


00 


а) (1) 叙述 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 关于 解析 解 的 存在 与 唯一 性 的 定理 . 
b) (3) Оса" 是 К" 中 的 区 域 且 


Д?и = 0 在 0 内 ， 
и(х) Е С4(Я). 证 明 : и(х) 是 实 解析 函数 . 


. (3) 9 


ut = Uzz 在 带 形 П = (0,T) x ВЕ 内， иєС?(П) пС(П), 
и,_,=0, ҮхєҜ1 Н u(t,z)| < Clzl. 


证 明 在 П уи = 0. 


. а) (1) 给 出 空间 Н\9) 的 定义 . 


b) (3) 设 v(z) 是 单位 球 II= {lz| < 1} 中 的 有 界 函 数 ,z є R3, 它 在 ШХ {0} 中 
是 光滑 的 . 是 否 可 以 断言 ve Н! (Ш)? 如 果 成 立 , 请 给 予 证 明 ; 如 果 不 成 
立 , 请 举 出 反例 . 


. (2) 在 В? 中 的 方程 


Ш — Чез = 0 


是 否 有 解 we C2001(R2), 但 ив C2002(R2)? 


. (3) R3 中 的 单位 球面 均匀 地 具有 常 密度 © ( 单 层 势 ). 求 球面 内 与 球面 外 的 势 . 
. (4) РАЖ u(z),z Е 及 3, 满足 方程 


Ди = и(т) ВИ, 


并 且 有 估计 
lu(z)| < С, ze 了 3. 


证 明 在 ВЗ и = 0. 


. (4) ИРА у(=) є D'(R), 并 且 作为 广义 函数 满足 方程 Y = у. 证 明 :y(z) 是 对 应 


于 Сет 的 正则 广义 函数 , 其 中 C 为 常数 . 


. (з) йо жр? 中 含 于 带 形 [0,1] х 中 的 任意 区 域 . 对 О 证 明 弗 里 德里 希 斯 不 


等 式 
агау == f lvuParay, иЄ Н"(9). 
n о 


评分 标准 : 当 满 分 为 27 分 时 , 19 分 以 上 为 “优秀 ”, 13 分 以 上 为 “良好 ”, 9 分 以 


上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


.114 . 考试 样题 


2002 年 , 数学 组 , 提前 考试 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 


1. а) (1) 给 出 空间 Н\9) 的 定义 . 
Ь) (2) 对 哪些 a > 0 函数 sin* zx 属于 五 1([0,7])? 说 明理 由 . 
2. (3) 设 ulz,t) 是 如 下 热传导 方程 的 解 : 


Ut = Uzrz 在 带 形 П = [0,1] х В, 内 ， 
В, = {# > 0}, «є С?(П) ПС"(П), wu(z,t) 满足 边界 条 件 
из | „о 三 十 иг 1 Е 


及 初始 条 件 
wlio = e(z)， (2) є CFP((0,1)). 


这 个 解 在 П 上 是 否 有 界 ? ( 即 温度 是 否 增长 ?) 说 明理 由 . 
3. (4) 设 шт, у) 是 (z,y) 平面 上 半 带 形 = (0,1) x 了 + 内 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， 
В; = {у> 0},u(z,y) є С?(П) п С(П) 满足 边界 条 件 


= = у>0, 
并 且 当 y 一 +оо 时 w(z,y) 一 0 对 х 一 致 地 成 立 . 证 明 : 
|ч(х,у)| < Се 3-14, 


其 中 C > 0 是 某 个 常数 . 
4. (4) 设 ul(z,y) 是 半 平 面 = {у> 0} 中 的 调和 函数 ， 


|и(т,у)| < AM，ze 了 ,yeER+ Ви =0, Ух є Ri, 


иЕС(Р), 其 中 м 是 某 个 常数 . 证 明 : Е Р Ф и = 0. 
5. (3) 考虑 波动 方程 在 特征 {t = z} 上 具有 数据 的 柯 西 问题 


ut = Uzz 在 (2,0) 平面 上 ， 
us = (ш) |, = yz 


想 出 使 此 柯 西 问题 无 解 的 光滑 函数 yp(z) 与 4 (2). 
6. (3) 问题 


Шш = из ЖП = (0,1) х Е: Я, we С?(П) пС(П), ц, = р(х) 


考试 样题 . 115. 


(2(z) 是 已 知 函 数 ) 在 空间 偶 (Eo, Е!) 中 是 否 适 定 ? 其 中 
Eo = С(В!) п В(ҜІ), Е, = С?(П) пС(П) п В(П) 


具有 范 数 


АР = зар (2), |5, = зар 1468.0). 


说 明理 由 . 
7. a) (1) 给 出 单 层 势 的 定义 . 
b) (3) 证 明 : 当 r 一 оо 时 , 单 层 势 如 同 С 那样 递减 , 其 中 是 流动 点 到 曲面 
5 的 距离 , 5 是 有 界 曲面 


评分 标准 : 当 满分 为 24 分 时 , 17 分 以 上 为 “优秀 ”, 12 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 
上 为 “及 格 ”. 考试 时 间 为 3 小 时 . 


2002 年 , 力学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : А. С. 沙 玛 耶 夫 
试卷 1, 第 一 部 分 
(1.5 小 时 ) 

1. (2) 解 边 值 问题 


Ut — изз =0, < 22, => 0, 


в.а =sinx, т> 0, “|0 = 0), ut|,_o =1. 


2. (2) 在 环 K = {1 < |z| < 3} 内 求解 狄 利克 雷 问题 


Ди=0 КИ, (22+) 


г=1 


7 是 径 向 坐标 . 
3. (2) 给 定 波动 方程 的 柯 西 问题 


и = Ault, т), 2 Є ЕЗ, #> 0, 


и] о = (1+ |2) 1, що = віп |а]. 


求 出 v(10,0,0,0) ИЯ. 


. 116 . 考试 样题 
ce 


试卷 1, 第 二 部 分 
(1.5 小 时 ) 
1. а) (1) 叙述 热传导 方程 的 极 值 原理 . 
b) (1) 叙述 调和 函数 的 平均 值 定理 . 
2. (2) 在 广义 函数 类 中 至 少 求 出 方程 
и" {и = 60 
的 一 个 解 . а 
3. (2) 定义 单 层 势 并 证 明 单 层 势 在 无 穷 远 处 如 同 5] 那样 递减 . 
4. (3) 如 下 的 狄 利克 雷 外 问题 
Ди=0 在 了 ?NO Ф, шоо = ф(т), р(х) є С(20), 
(1+|z)u?(z)dr < оо 
вз\ о 
是 否 唯一 ? 说 明理 由 . 

5. (3) 证 明 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 . 设 Qi 与 Qs 是 两 个 有 界 区 域 并 且 0, 的 体积 大 
于 О 的 体积 . 是 否 可 以 据 此 来 比较 对 于 两 个 区 域 中 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 中 的 
常数 的 大 小 ? 说 明理 由 . 

试卷 2, 第 一 部 分 
(1.5 小 时 ) 
1. (2) 解 边 值 问题 
ив — Иза = 0, ® > 0, > 0. 
ди 
[= Ы 2») т=0 


2. (2) 解 边 值 问题 


= sint, ЁР 0, чо = що = 0. 


Ш = изз, 4 0 <т<л, #>0, 
ди 
го МИН м, аа = 1, и| о 二 0. 


3. (2) М и(ьт),тЕ R3,t > 0, 是 柯 西 问题 
ив = Ди, #>0, 7 = 0, и | о = ф(х) 


的 解 , 其 中 当 g < |z| < 10 时 yp(z) = 0, 对 其 余 的 z є Ra МИН o(z) > 0. 对 某 个 
те В, 对 哪些 t > 0 的 变量 值 , 等 式 w(t, z) = 0 是 可 能 的 ? 说 明理 由 . 


考试 样题 .117 ， 


试卷 2, 第 二 部 分 

(1.5 小 时 ) 

1. а) (1) 给 出 二 阶 偏 微分 方程 的 特征 曲面 的 定义 . 
b) (1) 所 提 边 值 问 题 适 定 是 什么 意思 ? 

2. (2) 在 广义 函数 类 中 至 少 求 方程 


ш" +и= 6(t) 


的 一 个 解 . 

3. (2) 证 明 : 在 点 z 由 曲面 5 给 定 的 、 具 有 单位 密度 的 双 层 势 等 于 曲面 5 对 该 点 
所 张 的 立体 角 . 

4. (3) 叙述 并 证 明 调和 函数 的 刘 维尔 定理 . 如 果 所 论 的 调和 函数 不 是 给 定 在 整个 空 
В] 3, 而 是 给 定 在 半空 间 (21 > 0} 中 , 这 个 定理 是 否 成 立 ? 而 如 果 再 补充 已 知 
u(0, х2, тз) = 0 №? 说 明理 由 . 

5. (3) 给 出 空间 НО) 及 (О) 的 定义 . 证 明 : 这 两 个 空间 不 重合 . 设 wu(z) є 
С°(0) пС(9) 且 在 99 上 w(z) = 0. 是 否 有 we ЯКО)? 说 明理 由 . 


试卷 3, 第 一 部 分 
(1.5 小 时 ) 
1. (2) 求解 边 值 问 题 
Ин — изт = 0, 2> 0, t>0, 
ЛАА з ш|,0 == 0, (и я (ѕіп ви) „о = Sin Е 0 
2. (2) 设 и(Ьт),т Е R?, 是 柯 西 问 题 
в =, 


ut = Аи(ё, х), о = | 也 > 0 为 常数 


0, |&| > Г, 


的 解 . 求 u(10, 0,0). 
3. (2) 求解 边 值 问题 


= изз. О<т<л, t>0, 


и _а = 0, и. | „я Е sint, и] о 去 ut|,-o = 0. 


- 118 . 考试 样题 


试卷 3, 第 二 部 分 
(1.5 小 时 ) 


1. а) (1) 叙述 在 区 域 中 调和 函数 的 严格 极 大 值 原理 . 
b) (1) 叙述 热传导 方程 柯 西 问题 的 唯一 性 定理 . 


2. (2) 在 广义 函数 类 中 至 少 求 出 方程 
и! + зтЁ- и = бо 


的 一 个 解 . 
3. (2) 证 明 : 如 果 5 是 李 雅 普 诺 夫 曲 面 , 对 z 5, 曲面 5 的 双 层 势 是 确定 的 . 
4. (3) 调和 函数 u(z1, zz,zs) 定义 在 半 柱 体 


Ц = {22 +22 <1} х {2з > 0} 
内 , 4 22 +12 = 1 и = 0. ВЯ ие СКП) 并 且 当 zs 一 +оо 时 и(2) 一 0 对 
ті 与 za 一 致 地 成 立 . 证 明 : 成 立 如 下 估计 : 
|w(z)| < Сехр (5а) А 


其 中 C > 0 是 某 个 常数 . 
5. (3) 给 出 空间 五 1(O) 的 定义 并 证 明 其 完备 性 . 设 О 是 в" НХ, С° (0) 
是 Q 内 具有 所 有 各 阶 导 数 并 可 连续 延 拓 到 О 上 的 光滑 函数 的 集合 . 这 个 集合 是 
否 总 是 在 五 1(Q) 中 稠密 ? 说 明理 由 . 
评分 标准 : 当 满 分 为 18 分 时 , 12 分 以 上 为 “优秀 ”, 9 分 以 上 为 “良好 ”, 6 分 以 
上 为 “及格”. 


2001 年 , 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : T. A. 沙 波 什 尼 柯 娃 
第 一 部 分 
(1.5 小 时 ) 

1. a) (1) 求 方程 


Tuas а Читу Uyy == 0 (ж) 


的 通 解 . 
b) (2) 求 方 程 (*) 满足 条 件 


и(т,0) = 722, и (=, =) = 1? 


考试 样题 .119 ， 


的 解 . 
2. (2) 求解 柯 西 问题 


ин = Ди- ||, ЕВ, #>0; wl,o=0, wl,o = віп |а. 
3. (2) ЛЕМ О = {22 + у? +25 < 0} 内 解 狄 利克 雷 问 题 
Ди=0 ЖОЮ, ио = 42° +621. 
4. а) (2) 求 柯 西 问题 
ш=Ди, ЄВ", #>0; иј, =е 
的 解 . 
b) (2) 求 іш (а, 1). 说 明理 由 
5. а) (2) 求解 问题 


Ш = Их. —7, те (0,т), &>0; 


1 =, и. |. = 0: #2 = 0. 


Ь) (2) 求 Шт ulz, $). 说 明理 由 . 


第 二 部 分 
(1.5 小 时 ) 


1. (3) 设 Q={(z,t)l0<z<n,0<t< +оо}, иЕ С?(Й), 


ив = а?изь 在 0 内 ， 
и] о == 0, и. |. 5 70); и о = ut|,_o = 0; 


Те С%([0, +оо)), (0) = 0, БЕ (01 < +оо. 


问 
suplu(z,t)| < +оо 
п 


是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
2. а) (3) 4 г РИН Г = 20 外 时 , 即 对 于 z e В" О, 具有 密度 oo(z) 的 双 
层 势 等 于 零 . ЧЕ ГЕ co(z) =0 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 
b) (3) 4 = 位 于 闭 曲面 外 时 , 密度 为 yo(z) 的 单 层 势 等 于 零 . 在 T 上 jo(z) = 
0 是 否 成 立 ? 


. 120. 考试 样题 


3. (2) 求 方 程 组 


В е 
y= Ау + (2); у= > = ‚ b= 
22 3 —2 2 


在 р? 中 任何 一 个 解 . 
4. (3) 设 и(т, у) ЖЕ П = {(z,y) є R?|y > 0} 上 的 有 界 调和 函数 , ve С(П). 
证 明 : 
supu = зири(х, 0). 
п Е! 
评分 标准 : 当 满 分 为 30 分 时 , 21 分 以 上 为 “优秀 ”, 16 分 以 上 为 “良好 ”, 8 分 以 
上 为 “及 格 ”. 


2002 +, 数学 组 , 正常 考试 


主讲 人 : Т. А. 沙 波 什 尼 柯 娃 
试卷 1, 第 一 部 分 
(1.5 小 时 ) 
1. (2) 求 方程 
ин = изт + Чуу 
的 与 平面 += 0 沿 直线 (1,5) = 0 相交 的 特征 , 其 中 1 = (1,12) 3 0. 
2. (2) 在 矩形 0 < z < a, 0 < vy <。 中 求解 其 边界 条 件 为 


的 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 . 
3. (2) 设 ц(ь т) 是 柯 西 问题 
ин = Аи, х= (11,12) Е В2, t>0; 
ии = Ф(2), “|, =4(2) 
的 解 . 函数 р(х) 与 (т) 仅 在 矩形 zl є [0,а], го є [0,8] 中 是 已 知 的 . 在 什么 区 
域 可 以 确定 u(t,z),t > 07 在 В}, >。 中 画 出 这 个 区 域 . 
4. (2) 求解 问题 
Ш = из, ТЕ (0,1), #>0; 
щ,_=0; щ,0= А4, ч, = А, > 0, А 与 42 为 常数 . 


Ж lim wl(t, 2). 
t 一 co 
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试卷 1, 第 二 部 分 
(1.5 小 时 ) 
1. (4) 设 Q = {(zizz)|0 < zj <1, j= 12}. 证 明 : 对 于 满足 条 件 


ПЕ пт] ·ѕіппт2 ·0(21,22)ӣтатә = 0 
п 


的 任意 函数 ve Н'(9) 成 立 不 等 式 
1 
[с < БУ cy 


2. (3) ЖИ и 展 布 于 柱 面 {22 + 22 = R?,0 < zs < Нр Е, 在 位 于 zs 轴 上 
点 的 单 层 势 . 

3. (3) 函数 u(z,t) ЛЕНЫ О» = О х (0, оо), ЕЯ Cc R",t>0;5c {|z;| < 5 ј= 
1,… ,n} 内 满足 热传导 方程 


и: = Ди; 


и=0 在 20 х (0, оо) Е; 
иЕС?1 (0) пС(9,.). ШЕВА: 
[щі < Сое, Co > 0 为 常数 . 
4. (2) 在 D'(R!) 中 求 方程 组 


5=т-у ў= у -– 42+ 35() 


的 任何 一 个 解 . 
试卷 2, 第 一 部 分 
(1.5 小 时 ) 


1. (2) 对 哪些 值 ce В!, 平面 y+z= C (С 为 常数 ) 是 方程 
Uzz 一 2auzy + Шуу 一 а?и,, +и = 0 


的 特征 ? 说 明理 由 . 
2. (2) 求解 问题 
7 
и о = ц| = чо 55 wl, =0; 


М =sin3rzsin7ry， wt| о = —2 51 пт sin 4лу. 


. 122. 考试 样题 


3. (2) 设 ч(ё, х) 是 柯 西 问题 


ин = Ди, т = (21,22,23), те КЗ, > 0; 
и о = $(2), ш|, о = (2) 
的 解 . 函数 w(z) 与 V(z) 仅 在 球 层 1 < |z| < 2 中 是 已 知 的 . 在 什么 区 域 可 以 得 


知 解 u(t, х)? 说 明理 由 . 
4. (2) 解 柯 西 问题 


ti = Fuss, rER!, #>0; и о = е-=*+2=, ZE Ҝ!. 
试卷 2, 第 二 部 分 
(1.5 小 时 ) 
1. (4) 求 


inf [vs + 2и)ах + ] г = 
n 


lz|=1 
其 中 Q= {1<|z|<2},z= (71, 12, 13) Е К; М = {ve Н!(0)| 当 |z|=2 时 v= 
0}. 
2. (3) 求 以 密度 и = sin? yp 展 布 在 柱 面 {23 + 12 = Р2,0 < za < Н} Е, 在 位 于 zs 
轴 上 点 的 单 层 势 . 
3. (3) 设 u(z),z є ЕЗ, 满足 方程 


Ли = и 在 АЗ 内 ， 
且 有 估计 
м <С, zeRa. 


ПЕНЯ: 在 ЕЗ Я и = 0. 
4. (2) 求 方 程 
у" +4у +3у = 一 5(z) 
在 D'(R!) 中 的 任何 一 个 解 . 


评分 标准 : 当 满 分 为 20 分 时 , 15 分 以 上 为 “优秀 ”, 10 分 以 上 为 “良好 ”, 6 分 以 
上 为 “及 格 ”. 


考试 样题 “ 123 


2002 年 , 奥林匹克 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 
1. (2) 证 明 : 
A?(|z|) = Co5(z) 
并 求 出 常数 Со. 这 里 z = (21,12,23) ЄК Н |2]? = 22 +12 +22. 
2. (3) 设 w(x,t) 是 边 值 问题 
Utt = изт 在 (0, п) х (0, +оо) 内 ， 
и] о == Ко, и, == 0, ч| о Е и | о = 0 
的 解 ，f(t) ЕЖАНРАЖН 24 t 一 co 时 f(t) – 0, и є С?((0, т) х (0, +оо)) п 
C1([0, 1] х [0, +оо)). 这 个 问题 的 解 是 否 关 于 时 间 , 即 关 于 变量 t 无 限 地 增长 ? 说 
明理 由 . 
3. (2) 设 и(ё, т) 是 热传导 方程 柯 西 问题 
Ut = изг, Vo = ф(х) 
的 解 , p(z) є С(В) п B(R). 对 于 固定 的 t, 函数 w(t,z) 是 否 是 关于 变量 xz 的 实 


解析 函数 ? 说 明理 由 . 
4. (3) 证 明 恒 等 式 


> -一 = | бога, 
— Л; 
$=1 0 


其 中 {№} 是 在 闭 区 间 [0,1] 上 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 的 本 征 值 序列 , G(z,y) 是 其 
格林 函数 
5. (3) 设 Q 是 平面 上 的 有 界 区 域 , u(z) є С2(0), 


$ (=) 是 20 上 的 连续 函数 并 且 除 了 唯一 一 点 z* є 20 外 对 所 有 zo є 09 成 立 


Jim и(х) = $(то). 


一 z0 


我 们 称 这 样 的 函数 为 “除去 一 个 边界 点 z* 的 狄 利克 雷 问题 Au = 0, и о = 2(z) 
的 解 ”. 这 样 的 狄 利克 雷 问题 的 解 是 否 是 唯一 的 ? 说 明理 由 . 
6. (2) 平面 上 柯 西 问题 
д 


и 


Е ИР ы 
~ 912 ду?’ 


о = Ф(2), | о = (а) 


ЕВ, у>0, 


.124 . 考试 样题 


是 否 是 适 定 的 ? 这 里 w(z),w(z) 是 连续 有 界 函 数 , 解 u(x,y) 被 考虑 为 在 空间 
C([0, уо] x В.) п B([0, уо] x В.) 中 . 说 明理 由 . 
Т. (3) 设 щьт) 是 “ 挖 去 一 点 ”的 半 平 面 
П = {#> 0} хв,^ {(1,0)} 


上 的 热传导 方程 的 解 且 在 П 内 lu(t,z)| < М. 证 明 : 在 点 (1,0) 的 奇 性 是 可 去 的 ， 
即 可 以 在 这 个 点 补充 定义 函数 u(t, т), 使 其 是 热传导 方程 在 В. x {t > 0} 的 解 . 


2003 年 , 奥林匹克 


主讲 人 : A. C. 沙 玛 耶 夫 
1. (2) 考虑 半 有 界 弦 的 混合 问题 
ин = из, #>0,5>0, 
и о = (2), ш|, = 0, (и +ои)|, 0 = 0. 


反射 波 是 否 有 后 波 阵 面 , 即 当 t 一 оо 时 从 解 的 支 集 到 直线 г = 0 的 距离 是 否 无 
界 增长 ? 


2. (2) 考虑 波动 方程 的 柯 西 问题 
utt(t, т) = Аи, т), t>0, тє К°, 
щі, = Ф(2), ш|, = Ф(2), чт) #0. 
ѕирр (ё, 2) 是 否 可 能 属于 柱 体 {(t,z)lt є (0, оо), = Е 2}? 其 中 DD 是 空间 R3 中 


的 有 界 区 域 . 
3. (3) 设 w(z) 是 空间 А" 中 点 {0} 邻 域 中 的 调和 函数 ; 


ре 


ro 


z=0 


是 调和 函数 ? 说 明理 由 . 
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. (3) 设 u(t,z) 是 热传导 方程 柯 西 问题 


иь = изт 当 上 >0， 
иё, х) Е C(I) NOCI), П, = {(=,#),#> 0}, 


|, = (5) 


的 解 , p(z) 是 不 恒 等 于 零 的 有 界 连 续 函 数 . 证 明 : 不 存在 这 样 的 了 > 0 使 得 对 
这 样 的 Т, 如 果 Т ЕН и(Ь г) = 0. ( 换 句 话说 , 被 加 热 了 的 杆 不 可 能 在 有 限时 
间 内 完全 “ 变 冷 ”.) 

. (4) Оо 是 R? 中 的 有 界 区 域 , w(z) 是 狄 利 克 雷 问题 的 本 征 函 数 , 即 


Ди(т) ар Au(Z) = 0, 
и(т) =0 Жтедо, АЖ 


В о = {zju(z) = 0, Е 0} 是 否 可 能 是 与 区 域 9 边界 没有 公共 点 的 直线 L Е 
的 一 线段 ? 说 明理 由 . 
. (6) 设 К 是 平面 上 中 心 在 {0} 点 的 单位 圆 . 证 明 存 在 光滑 函数 序列 {pn(z)}， 
Фп(х) є С°(К), 使 得 


|= gn ск 一 0 п оо, 


但 对 任何 n= 1,2,… ,pn(0) = 1080 H1(K) 中 的 函数 在 该 点 没有 “痕迹 ”). 
. (5) 设 II 是 К° 中 的 单位 球 , 其 中 心 在 零点 , 9 (2) 是 II 中 这 样 的 向 量 函 数 : 
1) 7 (2) = Vu(z),u(z) 是 在 II 中 光滑 的 标量 函数 ; 
2) 在 I 中 divv(zx)=0; 
3) 如 果 把 如 (x) 在 R3 中 作 零 延 拓 , 那么 由 这 样 的 延 拓 所 得 到 的 向 量 函数 
13 (т) 在 R3 中 在 广义 函数 论 意义 下 仍 满 足 等 式 div 如 (xz) = 0. 
求 出 (2). 
. (6) 设 ult,z) 是 如 下 问题 的 解 : 


иы 二 Uzz ЖП, П = [0,7] х [0, оо), 
=0=4,.=0, > 0, ш, = (0), ш|, = (а), 
(=), р(х) є С([0, т]). 我 们 观察 在 点 1 这 一 点 具有 固定 端的 弦 的 运动 , 即 我 们 
已 知 当 上 > 0 时 的 函数 u(t, 1), 但 不 是 绝对 准确 , 而 是 准确 到 5, 其 中 5 是 任意 正 


数 (但 不 等 于 零 ). 能 和 否 根据 这 一 观察 , 以 任意 预先 给 定 的 精确 度 。 > 0 来 重建 函 
Ж у(х) 与 ф(х)? 说 明理 由 . 
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2004 年 , 奥林匹克 


主讲 人 : A. С. 沙 玛 耶 夫 
1. (2) 在 R3 中 考虑 波动 方程 的 柯 西 问题 


ut = Ди, vlo= pz) ul,o=0, 


了 1， 当 lzl<l 
я 0, 24 || >1. 


(球体 “爆炸 ”.) 在 时 刻 t= 1,t = 3 画 出 w(t,7) (当然 , 解 仅 依赖 于 7 = |z|). 
2. (2) 函数 u(x,t) 是 边 值 问题 


й+й = и" 在 [0,7] x [0, оо) Е, 
еб = у = 0, мо == ф(х), що а 4 (х) 


的 解 . 当 t 一 оо 时 [и(2,0| 一 0 是 否 成 立 ? 说 明理 由 . 

3. (5) РЖ u(z,t) 是 柱 体 Ц О x [0, оо) 中 的 调和 函数 , 其 中 Q 是 в" 中 的 区 域 , 且 
在 00 x [0, оо) Е и = 0. 同样 设 lu(z,t)| < М. 证 明 : 当 上 一 оо 时 |u(z,t)| 一 0. 

4. (3+3) А УА 是 C%(K) 中 函数 的 子 集 , К 是 平面 上 的 单位 圆 , 使 得 分 别 
有 | = 0 及 几 ,|。_。= 0. 求 这 两 个 集合 的 闭 包 A 与 Д, 在 空间 FI(K) 
中 的 余 维 数 . 

5. (4) 设 K 是 平面 (zi,z?) 上 的 单位 圆 , 0 与 15 是 两 个 光滑 曲线 段 , 它们 相交 于 
点 О, 其 交角 不 等 于 零 . 曲线 ОБ 是 否 可 能 是 调和 函数 的 等 位 线 ? 说 明理 由 . 


© 


6. (5) 设 是 平面 上 的 区 域 , M 是 9 中 的 闭 集 并 且 空 间 Йо) 与 空间 АЗМ) 
在 ХМ 上 重合 . 证 明 : и(М) = 0. 
т. (5) 考虑 边 值 问题 
й=и" + (0,0) 在 [0,7] х [0, оо) 内 ，|f(z,t)| < М, 
и| „о = ws 0， Чо == ф(х), 1 [о = 4(х), 
其 中 М 是 给 定 的 常数 . 是 否 可 以 选择 f(z,t) 使 得 对 所 有 的 上 > To 有 wz,t) = 0? 
说 明理 由 . 
简化 的 样式 : 如 果 f(z,t) = f(t), 考虑 同上 述 一 样 的 问题 . 


其 中 
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8. (3)  и(=) Ё Ш= {lz| < 1} 中 的 调和 函数 ， 


im u(z) = 0, Ухо € ӘШ\ 2", 
0 


2—1 


z* 是 在 Ш 上 的 某 个 固定 的 点 , 并 且 在 球 Ш 内 |и(2)| < М. Е Ш Ни=о 
否 成 立 ? 说 明理 由 . 
9. (3) 热传导 方程 w = и, 的 解 是 否 有 如 下 图 中 的 等 位 线 ? 
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本 习题 集 就 其 所 涉及 的 内 容 , 不 仅仅 是 与 某 一 本 教材 相配 合 的 .习题 集 的 引 论 
中 所 引 的 教材 , 除了 О. А. 奥 列 尼克 所 著 的 《 偏 微分 方程 讲义 》 一 书 (文献 [22]) 外 ， 
涉及 较 多 的 还 有 И. Г. 彼得 罗 夫 斯 基 的 《 偏 微分 方程 讲义 》、A. Н. 吉 洪 诺 夫 和 А. 
А. 萨 马尔 茨 基 的 《数学 物理 方程 》 (上 、 下 册 ) 这 两 种 在 我 国 曾 广泛 流传 的 教材 ( 文 
献 [23] [29]), 以 及 尚未 译 成 中 文 的 另外 两 种 教材 (B. С. 弗 拉 基 米 洛 夫 的 《数学 物 
理 方程 》 和 В. П. 米 哈 伊 洛 夫 的 《 偏 微分 方程 》 即 本 书 所 引文 献 5] 和 [20]). 9 
此 , 本 习题 集 的 适用 范围 可 能 更 广 一 些 , 不 仅仅 限于 数学 专业 . 从 书 未 所 附 莫 斯 科大 
学 历年 试题 也 可 以 看 出 这 一 点 . 

在 本 书 的 翻译 过 程 中 , 如 同 在 O. А. 奥 列 尼克 的 《 偏 微分 方程 讲义 》 一 书 的 翻 
译 过 程 中 一 样 , 译 者 一 直 得 到 武汉 大 学 齐 民 友 教 授 的 耐心 指教 和 释疑 解 惑 ， 避免 了 
在 名 词 和 内 容 理解 方面 的 一 些 错 误 . 因此 首先 要 深 深 感谢 齐 先生 对 译 者 的 指教 和 鼓 
励 . 感谢 挚友 、 高 等 教育 出 版 社 田 文 琪 编审 , 如 同 其 他 书稿 的 俄 译 中 问题 一 样 , 译 者 
不 断 地 以 俄 译 中 方面 的 问题 请 教 他 、 麻 烦 他 ， 因 而 得 以 避免 一 些 误 译 . 还 要 感谢 北 
京 大 学 李 植 教授 , 译 者 曾 多 次 向 他 请 教 有 关 莫斯科 大 学 在 学 生 考试 规定 方面 的 一 些 
知识 及 力学 名 词 . 如 果 没 有 他 的 指点 与 帮助 , 在 翻译 考试 样题 部 分 中 , 就 会 遇 到 很 大 
困难 . 

徐 伯 勋 先生 十 分 耐心 、 仔细 地 审读 了 译 稿 , 使 得 译 稿 避免 了 不 少 疏 漏 ; 蒋 青 副 编 
审 和 胡 乃 同 编审 分 别 对 译 稿 作 了 复审 和 三 审 , 使 得 译 稿 能 更 准确 地 表达 原意 , 减少 了 
ВИ. 译 者 衷心 地 感谢 以 上 各 位 先生 ! 
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